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प्रकाशकीय 


भारतीय विश्वविद्यालयों की वी० Πο तथा बी० एस-सी० की कक्षाओं के उन 
छात्रों के लिए, जो राष्ट्रभाषा हिन्दी के माध्यम से गणितीय विषयों का अध्ययन करते 
हैं, ऐसी पाठ्य-पुस्तकों की परम आवश्यकता है जिनमें सम्बन्धित विषयों का प्रतिपादन 
अधिकारी विद्वानों द्वारा किया गया हो। ऐसी पाठ्य-पुस्तकों में सरल, सुबोध और 
प्रभावपूर्ण भाषा का प्रयोग अपेक्षित है। हिन्दी समिति इस प्रकार की पुस्तकों को 
प्रकाशित करने के लिए विशेष रूप से प्रयत्नशील है। प्रस्तुत पुस्तक बीजगणित के 
एक ऐसे मान्य विद्वान्‌ द्वारा लिखी गयी है जो स्नातक कक्षाओं में गणितीय विषयों 
के अध्यापन से सम्बन्धित हैं। इसमें उपयुक्त उदाह्रणों द्वारा विषय का सम्यक्‌ बोघ 
कराया गया है जिससे कि छात्रों के लिए बीजगणित का अध्ययन और अभ्यास सुकर 
हो सके। हमें आशा है कि यह पुस्तक गणित के विद्यार्थियों में विशेष लोकप्रिय होगी 1 


लीलाधर शर्मा 'पवंतीय' 
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प्राक्कथन μπα - 
a] 

बीजगणित को यह पाठ्य पुस्तक उत्तर प्रदेशोय शासन को हिन्दी समिति की 
प्रकाशन योजना के अन्तर्गत भारतीय विश्वविद्यालयों के बी० πο एवं वी० एस-सी० 
कक्षाओं के विद्यार्थियों के हेतु लिखी गयो है। पुस्तक की भाषा को सरल, सुबोध तथा 
प्रवाहयुक्त बनाने का पूर्ण प्रथत्त किया गया है। साथ ही विषय का विवेचन ऐसे ढंग 
से किया गया है जिससे कि यह विश्वविद्यालयों में हिन्दी माध्यम द्वारा पठन-पाठन 
को दृष्टि से उपयोगी सिद्ध हो सके ।मुझे प्रसन्नता है कि हिन्दी समिति, उत्तर प्रदेश ने 
मुझे वोजगणित की इस पुस्तक को लिखने का अवसर प्रदान किया। 

पुस्तक में प्रयुक्त पारिभाषिक शब्द केन्द्रीय हिन्दी निदेशालय, शिक्षा मंत्रालय, 
भारतोथ शासन, द्वारा प्रकाशित "पारिभाषिक शब्द-संग्रह' (श्रँग्रेजी-हिन्दी) से लिये 
गये δι पाठकों की सुविधा के लिए पुस्तक के σπα में इन शब्दों की सूची हिन्दी- 
अँपेजो एवं ग्रेग्रेजी-हिन्दी दे दी गयी δι 

इस पुस्तक को faar में जिन मूल ग्रंथों एवं पाठ्य पुस्तकों की सहायता ली 
गयी है उनके लेखकों का मं श्राभारी हुं । में कॉलेज के अधिकारियों का भी कृतज्ञ हूँ 

जिन्होंने कॉलेज की ओर ἃ पुस्तक लिखने की अनुमति प्रदान की और समय-समय 

पर आवश्यक प्रोत्साहन भी दिया। 
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अध्याय 1 
हिपद-प्रसेय 


1-1. द्विपद-प्रमेय बीजगणित के ग्रति उपयोगी प्रमेयों में से एक οι इसकी 
सहायता से (2-{-८) के समरूप व्यंजकों का विस्तार z अथवा ७ की आरोही 
श्रेणी में कर सकते हैं जब कि n कोई धन, ऋण, पूर्ण सांख्यिक अथवा भिन्नात्मक 
घातांक है। 

1:2. द्विपद-प्रमेय-धन पुणं सांख्यिक घातांक : हम सर्व प्रथम द्विपद-प्रमेय 
को गणित आगमन के द्वारा सरलतम स्थिति, अर्थात, जब कि 2 धन पूर्ण सांख्यिक 
घातांक है, में सिद्ध करेंगे। 

कल्पना करो कि 
(= +a) 5८०७७ αἲ 4O amla- ,७०-?१ a... 

PCr ant ar... On an. ον (11) 
विस्तार (1) के दोनों पक्षों को (2-७) से गुणा करने पर प्राप्त होता हैः 
(2a) ntl (४-०) (nCo zn H0O, απ” a -0a αἲ- 2 a? -]-... 
«०० -H 2Cr gaum az +... + ποπ an) , 
=n" 2 Ἐ1 -- (201400 ) gn a (०6५ +C ) æn—1 a? 
ο... + ( n (y HOr ) an—rtL ar -+ δν. ~ nO απ τα η 
=amnF1__n+1 Olan &--०४४7 (08 zn—1 af. 
+ ०77. απ Ἐ1-τ ax y 
F... Fanti, 
क्योंकि HOi =t] ϱ) 
C o— l=1Ch. 

स्पष्टतया (७--०) ०४7 का विस्तार (४--०)० के विस्तार के समरूप है 

तथा n के स्थान पर (n1) प्रतिस्थापित कर प्राप्त किया जा सकता है। अतः, 


यदि (1) घातांक के किसी विशेष मान w के लिए सत्य है, तो वह (९) के 
लिए भी सत्य होगा। 


2 बीजगणित 


परन्तु हम गुणा करके देख सकते हैं कि 
(z-a)?=(x +a) (α--α) =C AC: za 156, a, 
(२+०)१= (2a) (शर्व) २२२१०७ २००१०५ aa +0, «४९-०६ a”; 
अर्थात्‌, (1) घातांक n=2,3 के लिए सत्य है। 

अतएव (1) घातांक n=4 के लिए भी सत्य है; इत्यादि। अतः गणित आग- 
मन से (1) किसी भो धन पूर्ण सांख्यिक घातांक के लिए सत्य होगा। 

विस्तार (1) में "०, , ००५, . . . इत्यादि का मान प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त 
होता है 

n(n—1) 

(2a) =a nen La 


नि n(n—1) (१-2). . - (१ —r--1) 


71 xarrat, Har. ...(2) 


विस्तार (2) को धन पूर्णसांख्यिक घातांक का द्विपद-प्रमेय कहते ξι 


v N= a“ ΠΤ 


विस्तार (2) में a के स्थान पर- a प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
n(n- 1) 
( x a ) n — gn aan 1 α — ४८-०2 a? -- 


η (१-1 ) (४-2) . ος (n-r +1) 


+ (-1γ am-rar--... (-1 ) ०८०, ..(8 ) 


द्विपद-प्रमेय का मानक रूप 


ος ο ο 1) 8 -]- uD (५-४--1)! 


है और यह विस्तार (2) से सरलतर एवं उपयोगी δι 

1-21. विशेषतायें : यदि हम $1.2 में प्राप्त (1-2) के विस्तार की प्रेक्षा 
करें तो निम्नलिखित महत्व पूर्ण विशेषतायें विदित होती हैं:-- 

(i) विस्तार में पद-संख्या (५--1) δι 

(ii) विस्तार का (71) पद "Cr αχ है 1 इसको व्यापक पद कहते 
हैं और इसके सामान्यतः Ίε-ι से सूचित करते हैं । 

(1) विस्तार के पद १07 ५" और १07-7 ४१० प्रारम्भ और अंत से 
समदूरस्थ हैं क्योंकि ०८५ 2' के पूवंगत पद की संख्या r एवं अनुवर्ती पद की संख्या 


+... σα 


πηγὴ 


नि न 


द्विपद-प्रमेय 3 


3. 


» -7 हैं, जव कि १९- 2०7 के पूवंगत पद को संख्या π--τσα अनुवर्ती 
पद की संख्या 7 δι इन दो पदों के गुणांक भी समान हैं क्योंकि 
ποτ. 

अतः आरम्भ और अन्त से समदूरस्थ पदों के गुणांक समान होते δι 

(iv) यदि n सम हो, तो विस्तार में पद-संख्या विषम होती है और केवल 
एक मव्य पद होता है; परन्तु यदि » विषम हो, तो पद संख्या सम होती है और दो 
मव्य पद होते δι 

(v) किसी पद में z का घातांक शून्य रखने पर 2 से स्वतंत्र पद प्राप्त हो 
जाता है। 

(४) विस्तार में महत्तम गुणांक, » के सम अथवा विषम होने के अनुसार, 
"८०/३ अथवा १० 1, हैं क्योंकि, » के सम अथवा विषम होने के . अनुसार, 


०८५, = ड अथवा r= (॥ ¬ 1)/2 के लिए महत्तम होता ë! 

(vii) यदि (2-1) 2, (1-2) पूर्ण संख्या k है, तो विस्तार में दो महत्तम 
पद τις--Τκει होते हैं परन्तु यदि (n +1) 2/ (1 --४) पुणं संख्या नहीं है और 
इसका सांख्यिक भाग 1 है, तो विस्तार में केवल एक महत्तम पद T|, होता है, 
क्योंकि rth और ( 7--1) 9 पद के संख्यात्मक मान 77 और Τ--ι का अनुपात 

περι E 
Tr r 
δι 

(viii) व्यंजक (14-2) के विस्तार में » के घातांको के गुणांक को द्विपद 
गुणांक कहते हैं और इनको सामान्यतः Co, Οι, 02, Cn से सूचित करते δι यह 
सरलता से दिखाया जा सकता है कि (८) द्विपद गुणांकों का योगफल 2", (७) द्विपद 
गुणांकों के वर्ग का योगफल २८० एवं (ο) विषम पदों के गुणांकों का योगफल 
सम पदों के गुणांकों के योगफल के बरावर होता है। | 

1:22. उदाहरण : (i) 9994 का मान ज्ञात करो। 

9994 -- (1000 - 1)’, 
=(1¢- 1 )4, 
= 10 -- 4.109 --6.106 — 4.103 1-1, 
=996, 005, 996, 001. 


4 बोजगणित 


(ii) दिखाओ कि (1- 9). के विस्तार का मध्य पद 
1.3.5... (91 - 1 ) 
क्योंकि (1 -|-४)१ में घातांक % है; इसके विस्तार में (22 -{-1) पद होंगे और 


मध्य पद (%--1 )४ पद होगा । 
-- वांछित मध्य पद 


κο 
(272)! 
रोगा ον 
2» (20 - 1 ) (21-2 )- - -3.2.1 
η. 
{2n(2n— 2)...4.2} ((28- 1) (29-83 ) 1 . 
nl . nl K 
2० n! (9η--1 ) (29% — 3)...3.1 
= n! š n! Ta; 
(202-1) (2n-3)...3.1 
=== — — ` (27) १, 


(४) (2+3): के विस्तार का महत्तम पद ज्ञात करो जवकि 
z=1/2 l 


क्योंकि व्यंजक 
(2 --32) ---58 (1 -5 


अतः (1--3z/2)8 के विस्तार का महत्तम पद ज्ञात करना पर्याप्त है। 
यदि अब इसके rth पद को, जब कि ४--1/2, 77 से सूचित कर, तो 


Try 1 — Or ( 32/ 2 ) r— στης ( 3/4 ) r, जब कि α-- 1/2, 
1 
E] (3/4)777 जबकि n=1/2 


2 Try __3 (9 -- 2) 
आर > ες O 


Tr—Cr—. (32/2) 007 = 


w 


— [sss 


iL ο l DL 





द्विपद-प्रमेय 5” 


अतएव l Try1 Z m 
जव कि 3(9-r) Zár, 
< 
अथवा, जव कि 2, 
अथवा, जव कि rZ 27/1 ,=3 +6/7 . 


अतः Τι महत्तम पद है और इसका संख्यात्मक मान, जब कि z=1/2 , 
=C, (3/#)%--189/8. 
अतः (2-32) का महत्तम पद 
=25 - 189/8, 
--6048. 
(iv) यदि (1 +=)" के विस्तार में गुणांको को 0°, Cu σε,..., 0 
से निरूपित किया जाय, तो सिद्ध करो: कि 


नरकनन 7 = 
ϱ) ατα ४०८ s+.. n -[-] n = (m-F1) 





द्विपद गुणांकों का मान रखने पर व्यंजक. 


To pal ο L 2120 5 मे 
207 495 हशा c.. πα Cn 








1) (१-०) pans) ज्म ma 
जत πι ο. पातर 
(»--1) (2) (n--l)n(n-— 1) (१८- 2) 

nl [ SP ककि छि - 


Won n 5 


1 
nl 





| — 14H Cort! Coot Ce" „poh σωμ] A 





6 बोजगणित 


aI | -ι--1. 2०+7 | 
= (2१1), (*न॑-1) - 
(v) सिद्ध करो कि 
68 -- ०१--०३ - ...( -1)०2 
=o, जब कि x विषम हे; 


पो ) i > जव कि » सम है। 
हमें ज्ञात है कि 
(1 - ४) ०-७७ - Cs |Ο ४ - ....( —1)n 6५9 an, ... (1) 
(1--z)s=C,-FO,-; tOna »#-1-....-0५ an, ... (2) 


विस्तार (1) और (2) को गुणा कर दक्षिण पक्ष से zn के गुणांक संग्रह 
करने पर प्राप्त होता है: 
Co- 0} +02- ...q-( -1)० 02 
= (1-2) के विस्तार Ñ ५० का गुणांक, 
=o, जब कि n विषम है; 
=( - 1) १० ०७॥/2, 


- τν जव कि 2 सम δι 


प्रश्‍नावली 


1. द्विपद-प्रमेय की सहायता से ८ के घातांको में विस्तार करो: 
(i) (»--2%) ५ (ii) (1-1/2) 7०, 
(iii) (० _/४1-(2/3):/2७)९. (iv) (/(५/४) - /(५/०) )°. 
2. सरल करो: 
(i) (α-μα)δ --( »-०)९ (ii) (/2--1)/--(_/2-1) ४. 
(iii) (८--१०)४ + (७-४० ) 5. 
| (उ) y(t- e) P- {y (2-a) es 


द्विपद-प्रमेय 7 


3. मान ज्ञात करो: 
(1) 1012. (ii) 994. š 

ज्ञात करो : 

4. (2२-3) के द्विपद-विस्तार का 5th σαι 

5. (23/2 ४५२ -- aY? 2) के द्विपद-विस्तार का 8% पद। 
6. (az - by)" के द्विपद-विस्तार का (7-1) πα] 

7. (αἱ -- ८/२) के द्विपद-विस्तार का (71-1) παι 
8. द्विपद-विस्तार में » से स्वतंत्र पद ज्ञात करो 


(i) (5: + s) . ( ji ) ( α-- 1/2? ) 3n 
9. द्विपद-विस्तार का मध्यपद ज्ञात करो 
( 1 ) ( v -- 1/0 ) 10, 11 ) ( α[ς bx ) 12 


10. निम्नलिखित व्यंजकों के विस्तार में कौन-सा पद महत्तम है? इसका 
मान भी ज्ञात करो। हे 

(i) (1 --४)९ जब कि z—1/21 

(ii) (56 --2»० ) जब कि ८४2, ७२1 | 

यदि (1-2) के विस्तार में गुणांको को Co, Οι, 02, . . Ca से निरूपित 

“किया जाय, तो मान बताओ: 

11. 200401420; 40s t20, t0 H 

12. Co +20, +30, --...-Ε(α +1)Cn. [रंगून, 1950] 


Cı 20. 303 nOn 
13. gtg + 6, +.. προς ° 





14. Co 1/20; --1/2०, +... ἘΠῚ ον. ` [दिल्ली, 1950] 


1)" Cn 

apu 

16. 1.20, 42.303 18.40, +.. -+ (m — 1) ०6७. 
17. Co+ 261 +403 "008... - 2११८०. 

18 ο, +203} +30, +... +(१०- 1) ०४ 


9. 3950 27170 
10. 300 55 HT 


15. Co- 1/20, --1/80, + 
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20. यदि n समपूर्ण संख्या हो, तो सिद्ध करो कि 
1 1 1 2071 


[EIEIO CS 


T n! 
1-3. द्वियद-प्रमेय-कोई घातांक : qia अनुच्छेद में हमने देखा है कि यदि 
१ धन एव पूर्ण सांख्यिक हो, तो श्रेणी 


+n + ση 2... ल ( δ) "F... 


(९-1) पदो के पश्चात्‌ समाप्त हो जाती है और व्यंजक (1-|-»)” का 
विस्तार है। परन्तु जब % धन एवं पुर्ण सांख्यिक नहीं है, तो श्रेणी समाप्त नहीं होती 
और इसमें पद संख्या अनंत ξι 

उदाहरणार्थ, (1) में = - 1/2 रखने पर प्राप्त श्रेणी 
1 - 1/21 + हे 2 -..-(-1) ΑΕΠ ) ar > (1) 
एक अनंत श्रेणी है। 


प्रत्यक अनंत श्रेणी का अर्थ होना आवश्यक नहीं αι जैसा कि हम अध्याय 6 
में देखंग कि केवल अभिसारी श्रेणी को ही कोई अर्थं दिया जा सकता है और जव z का 
संख्यात्मक मान एक से कम होता है, (1) अभिसारी श्रेणी है। यह दिखाया जा 
सकता है कि, » के इन मान के लिए, (1) परम अभिसारी श्रेणी भी है। 

अव हम प्रमाणित करेंगे कि श्रेणी (1) द्विपद (1--४)० का विस्तार है जव कि 
naa अथवा ऋण, भिन्न अथवा पूर्ण संख्या है; परंतु यह तव ही सत्य है जव कि 
(1) परम अभिसारी श्रेणी है और अतएव z का संख्यात्मक मान एक से कम है। 

1:31. πἴσετ मोण्ड का प्रमेय : यदि m AR n कोई दो संख्याए' और r धन 
पूरणं संख्या हो, तो 

(mtn): = (m)r [501 (m)r—, (n) Cs (η ο (१) 


k(n): 
इसमें 


m (πι-- 1) (m— 2) ... (m—r+ 1) 
को (m): से निरूपित किया गया है। 
हमें ज्ञात है कि, m और τι के धन पुणं-सांख्यिक मान के लिए, 


(1--») τς z+ 728 ४8-]-...-- ΠΟ oO. Ὁ 
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हिपद-प्रमेय 
तथा (1-८) =r aries ४९--...नी पय ब... ο 


स्पष्टतया (2) और (3) के दक्षिण पक्षीय श्रेणी के गुणनफल में का गुणांक 
( 1--४ )mfa के विस्तार में » के गुणांक के वरावर होगा। अतः, इन मान 
` को समीकृत करने परः 
m-n ) € m m ) ४... n m)r— n 
ο κα. 
(m), (m), _ (m): 
| ED (re 
दोनों पक्षों को /! से गुणा करने पर प्राप्त होता है 
(कसल (mye O, (m) (सोप (mrs (७४ * - 
Ory (m)s (n)ri (22). ... (4) 
यह m और n के सम्पूर्ण धन पूर्ण सांख्यिक मान के लिए सत्य है। परंतु प्रत्येक 
पक्ष m और m में समान घात का परिमित व्यंजक है। अंतएव (4) सर्वसमिका 
होनी चाहिए; अर्थात्‌, यदि गुणनफल (१५०१०) का पूर्ण विस्तार लिख कर उसको 
# के घातांको में व्यवस्थित किया जाय, तो प्रत्येक पद दूसरे पक्ष के संगत्त पद के 
बरावर होगा। अतः समीकरण (4) m और % के समस्त मान के लिए सत्य है। 
1:32. प्रमेय : यदि n कोई, धन अथवा ऋणा, पूर्ण सांख्यिक अथवा भिन्चात्मक, 
संख्या हो तथा » का संख्यात्मक मान एक से कम हों, तो श्रेणी 
1 Lax κ. 1) (3 “κέ «(१-१ --1 ) आ 
का योगफल (1-४) होता ἕξι 
यदि पूर्वोक्त विस्तार को /(2) से निरूपित किया जाय, तो 


कस्य री x +s अड e a mo PRT 


ΠΠ 5 





ओर 


f(m) प πι x Ens a... ο. (272000. 


दोनों श्रेणियों को गुणा कर » के घातांकों में व्यवस्थित करने पर प्राप्त होता है 
f(m) . f(m)=1--kF, z--k, 2+. λε ar... 
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P ορ. ὤμπο (η). 
जसमें ἦτ न Me — — t ; 
( ah , वाँण्डर मोण्ड के प्रमेय δι 
अतएव 


/{ wm) .7( e TA m ) ~ (7७-११) ο A 
es 5 था --..., 
=Jf(m +n). 
इसी भाँति 
Sm) .f(n) .f(p)=/f(m + +p). 
παπα विधि के पुनरावृत्त अनुप्रयोग से दिखाया जा सकता है कि परिणाम 
(2) संख्या में परिमित समस्त गुणनश्खण्डों के लिए सत्य है। 
अव हम निम्नवर्तो दो प्रत्यक्ष स्थिति पर विचार करेंगे: 
ग्रथम स्थिति ¦ यदि n धन भिन्नात्मक घातांक 1/4 है तथा और 9 धन पुणं 
संख्या हुँ, तो पूर्वोक्त से प्राप्त होता है 
f (2/4). (7/9) ....4 गुणन खंड तक 
=f { (2/4). q) =f (»). 
परन्तु, क्योंकि p एक धन पूर्ण संख्या है, अतएव 
{7 (»|α)}1--(1 --»)४, 
अर्थात्‌ , 
f (214) 55(1 च) ९/५. 
द्वितीय स्थिति ¦ यदि n=-m और m कोई धन पुर्ण राशि अथवा भिन्न 
है; तो 
f (m). f(— m) =f (ο) 5८1. 
परंतु प्रथम स्थिति से 
f (m) = (1 +=)m. 
अतएव 


I 1 5 
f ( -™) TA) WOE 1 +z) 


αμ μμ να τῇ NTT (OY DON 


हिपद-प्रमेय 11 


अतः » के समस्त मान के लिए 
f (n) =(1 +e)» 


अर्थात, द्विपद-प्रमेय n के समस्त मान, धन अथवा ऋण, पुर्ण सांख्यिक अथवा भिन्नात्मक, 
के लिए सत्य है। 


1-33. विशेष स्थितियाँ : 
( ) (z--a)n—an(1--z/a)n==an-- नो πετ... 
1 tar a (1) 


२१( 1--4/2 )०--४ रती )a ४०-०२ a (92 zn q? 


= -- ( n) > ganar qr + ब्न्न ( 2) 


जव कि (1) और (2) में क्रमंश: vja अथवा aje का संख्यात्मक मान एक से कम 
है और » कोई घातांक है। 


(ü ) (1-४) 7? --1--%४-- 2-]- . . .-+- 
१८(2८--1 ) . . . (४-1-१-1 ) 


n(n+1) 


द्विपद (1--») 7? का विस्तार (1) समरूप होता है; केवल पद 
-्एकान्तरतः धन और ऋण होते δι 


परिणाम (3) में श और » के विशेष मान लेने पर प्राप्त होता ἃ : 

(1-2) τα =le p 22 a H... -|-ατ]- ο 

(1-0) 7? 1-2 pa — ४३ --...--( — 1)rar+- ==; 

(1-2) 2 = 122 3222-4283 H... (r+ 1)ατ|- Soo) 

(12)? =1 — 22-322 4 4... ( — 1) (r41)... 

इन विस्तारों को स्मरण रखना अति उपयोगी है। 

1:34. महत्तम पद: द्विपद (1--४) के विस्तार में संख्यात्मक महत्तम 
ης ज्ञात करना, जब कि ।=। <1 और n परिमेय है। 

कल्पना करो कि 2 धन है। इस कल्पना में कोई त्रुटि नहीं है क्योंकि हम पदों 

के केवल संख्यात्मक मान पर विचार कर रहे हैं। 
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अब हम निम्नवर्ती दो प्रत्यक्ष स्थिति पर विचार करगे: 
प्रथम स्थिति : जव ७ धन है तथा T और Tryg द्विपद (1ο). के 
विस्तार के rth और (7-1) पद हैं; तो 
Tr} orl μα (= = ) A 


T Ξ 
अतएव T Ἔτι, 

जबकि {(n+r)/(r-1)} 2 = 1, 

अर्थात, (5115 ट्रे (Nke) r, 

अर्थात्‌ , r Z 


(n+1) z/(1 +z) 
अव यदि (2-1) z/(1--z) एक पूर्ण संख्या k है, तो 814 की प्रथम 
स्थिति की भाँति, 21६८-०५... दो महत्तम पद हैं। 
परंतु यदि (९--1) α/(1 --४) =+ भिन्न, तो ? का महत्तम मान 
k है और Tk.) महत्तम पद है। 
द्वितीय स्थिति : जव » ऋण है और = -; तो m धन होगा और 
1 sa `= rl ( Si 1 μι ) r - 


LE 


यदि m<1, तो( == +1 y धनात्मक उचिंत भिन्न होगी और, » के 


समस्त मान के लिए, संख्यानुसार Tri, <7%, अर्थात्‌, पदों का संख्यात्मक मान 
उत्तरोत्तर घटता जाता है। अत्तएव प्रथम पद अधिकतम पद है। 

यदि m—=1, तो भी 77४1 KIr क्योंकि e <1 । अतएव, इस दशा 
में भी प्रथम पद महत्तम पद होगा। 

यदि m<1 , तो संख्यानुसार, 





Trp Ξ T T, 
m — जा. 
ñ > 
जब कि ( नर ος 
> 
अर्थात्‌, (m—1)= < (1—)r, 


`$ 
ΠΤ. 


iwit 1 {165111 ΤΕΙ 
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ga HE 
- त्‌, r a 
अतः, प्रथम स्थिति की भाँति 71,71४1 महत्तम पद होंगे 
ñ (m—1)2 
जव कि प्न -ο संश्मा & 


और Tkp महत्तम पद होगा 


प 2 =R 4 एक उचित भिन्न। 


जव कि 


1-35. विज्ञेषतायें : यदि हम § 2.3 में प्राप्त (1-|-»४)० के विस्तार की प्रेक्षा 
करें तो निम्नलिखित महत्वपूर्ण विशेषतायें विदित हो जाती हैं: 

(i) यदि n भिन्नात्मक है, तो (1 -|-»)० के एक से ग्रधिक मान होंगे । परन्तु 
६2.3 के (1) में ०=० रख कर देख सकते हैं कि द्विपद श्रेणी का योगफल (1-2) 
का वास्तविक घन मान है। 

(11) कोई संख्या किन्हीं दौ संख्याओं के अन्‌ पात में तब ही अभिव्यक्त की जा 
सकती है जव कि n परिमेय हो। अतः g 2.3 का प्रमाण केवल परिमेय घाताँकों के 
लिए सत्य है। परंतु § 2.3 के श्रेणी (1) से निरूपित फलन के सातत्य के कारण 
द्विपद-प्रमेय अपरिमेय घातांकों के लिए भी सत्य होगा! 

1-36. उदाहरण : (1) यद्‌ z का संख्यात्मक मान एक से कम हो, तो 
(3२१ 2)/ (xp) के विस्तार में == का गुणांक ज्ञात करो। 


322 ३2-2 


———— 


2-2 α(1--αὴ ’ 
= (3-2/2) (1 --४) ¬+ 
= (3-2/2) {1-22 H... |-( -- 1)£ z +...1Y. 
πα: वांछित at का गुणांक 
=3(— 1177 -- ( — 1), 
(1) 108०501) 
ος 


14 बीजगणित 


í i!) (142e )?५* का संख्यात्मक महत्तम पद्‌ ज्ञात करो जब कि 
2=1/31 








15/2-r-1 2 
यहाँ Try 1 --- τει ® 3 Χ Tr 
17-2, 
37 z 
भतएव 
TryiDTr , 
ᾳ 17 -- 2r 
जब कि 5 >l, 
r 

अर्थात्‌, r <17/5 =3--2/5 . 


परंतु 7 पूर्ण संख्या है। इस कारण 7 का महत्तम मान 3 और संख्यात्मक πα 
4th है) > 
महत्तम पद का संख्यात्मक मान 
15/2 . 13/2 . 11/2 
me oi (2/3), 

13 
54 

1-37. अनुप्रयोग : अव हम द्विपद-प्रमेय के कुछ अनुध्रयोगों का वर्णन करेंगे। 

i) श्रेणी का योगफल + यदि कोई श्रेणी द्विपद विस्तार के रूप में संपरिवतिंत 

की जा सके, तो उसका योगफल द्विपद-प्रमेय से तुरंत लिख सकते δι 


--19 


श्रेणी के संपरिवर्तन के लिए, व्यापक पद के अंश और हर को ऐसे गुणनखंड 
से गुणा करते हैं कि हर r! हो जाय और अंश में किसी संख्या 2 की rth घातांक के 
अतिरिक्त, r गुणनखंड हो जाँये जिनका क्रमागत अंतर एक हो। यह विधि निम्नलिखित 
उदाहरणों से स्पष्ट हो जाएगी। 
(1) श्रेणी 
1+1/82 न्न करस... 


का अनत पदों तक योगफल ज्ञात करो। 


vai 


च 


आए बल ववकत τι το τι 


द्विपद-प्रमे य 15. 


निर्दिष्ट श्रेणी 


— 1 + 1/3 --(1 3) (4/3) a (1/3) (4/3) (7/3) 


--1 +( - 1/3) (-») + C) Ea ( r 1921 ( —z)° + 
πο ο CSTE ο 


= ( 1 -- 2) 1/3 
(Ὁ) सिद्ध करो कि 
27 (29 +2) 20 (20 +2) (2n +4) 


ην स्त ता 3.6.9 


we: h FN n(n--1) डॉक. (n RUE η ) o +2 ke } 
वाम पक्षीय श्रेणी 
upg (gr 
=(1- 2/3) 0033१. 
दक्षिण पक्षीय श्रेणी 
=—92n fı --.( 1/3 ) τε π( » 1 ) ( 1/3 )° + 
n(n --1 ) (η +2 
+ za) (1/3)3-- ° ° : | 
"52० ( 1 -- 1/3 ) ο = 3n. 
अतएव साध्य प्रमाणित हो जाता Š! 
(ii) सन्निकटन : सन्चिकट मान निकालने में द्विपद-प्रमेय का उपयोग प्रायः 
किया जाता है। निर्देशन के लिए कुछ उदाहरण दिए जाते हैं। 
(1) यदि = अति लघु हो, तो सिद्ध करो कि 
(2-=)५२(4 +-32) १ 11 


ων. 


(l=) (4 - 389) 7४ ET 
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यदि » इतना लघु है कि ४१, ८४ ,... इत्यादि की उपेक्षा की जा सके, तो | 
वाम पक्ष व्यंजक 
91/3 ( T— 2/2 ) 1/3.42/3 ( 1 --32/4 ) 2/3 
= (ता 5) ॥3.41/3 (1 — 32/4 Am ? 
2(1-2/6) (1 -"४/2) 
(1-2/3) (1-4) ? 
1—+z/2 — z/6 
` 1-८/4-८/3 ° 
=2( 1 -|-α[3) (1 — 7४/12) 7? , 
(1-2/3) (1 --7५/12) 
2 (1 --7५/12 -|-αὐ8) 
=2 --112/6. 
(ii) 624 के चतुर्थ मूल का सन्निकट मान दशमलव के चार स्थानों तक 
शुद्ध ज्ञात करो। 
(624 ) ४ -- (625 - 1 ) ५५, 
= ( 511 ) ५५, 
=5 (1- 1[54)1Η, 


=5 {1 — 1/4. 1/54 + 
=5 - 2/10? - 12/107 - 


=5 — :002 — 0000015 — 
--4-0988, सन्निकटतः। 
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COGAD (1050११ 






प्रश्‍नावली 


1. निम्नलिखित व्यंजकों का ο की आरोही घातांकों में प्रथम चार पदों i 
का विस्तार करों; तथा यहज्ञात करो कि» के किन मान के लिए यह विस्तार 
सत्य है : 

(i) (1 --2) ११ (ii) (46- 82) 74१, 
(iii) (9 ८४--4४०) 02 
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9. व्यंजकों 
(i) (1 -- 2४) 2 , (ii) (७८-०५) 
के विस्तार का व्यापक पद ज्ञात करो | 
3. गुणांक ज्ञात करो: 


3 — 4a? 
(1) [5-5 के विस्तार में ८ का। 


(ii) { ई ४४४१ — 2९०५०१५ के विस्तार में 2? का, जब कि ας 1/21 
4. निम्नलिखित व्यंजकों के विस्तार में कौन सा महत्तम पद है ? 
(i) (1--»४) 72९ , जब कि ४२32४ । 
(ii) (5-7४) ०५ , जब कि z=5/8 । 
(iii) (3४ +493) 7० , जब कि ४9, ४5८०, n=15 | 
5. सिद्ध करो कि 
(1--z=+ + ...) (1-732-0 ९४ H ... - ०: --- ) 
=(1 + 2४ 32 + .........)2. 
(1-[ο--α}-... ०तक) के विस्तार में 2 का गुणांक ज्ञात करो। 
7. दिखाओ कि (»-- 1/2) का मध्य पद (1 - 4%)-०-॥£ के विस्तार 


में ०० के गणांक के वरावर Š! [बिहार, 1954] 
निम्नलिखित श्रेणियों के अनंत पदों तंक का योगफल ज्ञात करो: 


° 


1.3 1.3.5 
8. 1 + त नामाला कव: : 
5 2.5.8 
Ἔστστε "9.1827 T ο कणर मगर ह” 


[वंबई, 1952] 
14 147 , 14.7.10 


गड 516075 -F5 1041520 — ......... 
[वंबई, 1947] 
mas sss E N ss 
4 48. 4.8.12 


[गुजरात, 1953] 
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2 Pe Ssh न κ. 
: ΓΒ k 2 +s 95 συ 32 -- cheva s है 7७:७० १० | 
[उत्कल, 1९44] 
5 5.7 5.7.9 
2 +— Ἔν 
13 Γᾳ 9 ει 32 4! 33 s... ..... 


[इलाहाबाद, 1946] Ἰ 
``. 14. सिद्ध करो कि š 
: 1.3.5 i 
4 tae tses T BR ἀν᾽ A 
[आगरा, 1941 ] 
यदि » इतना लघु हो कि z की दो अथवा दो से उच्च घातांकों के पदों की | 
उपेक्षा की जा सके, तो निम्नलिखित व्यंजकों का सन्निकट मान ज्ञात करो: 
_ ϱ-παγ15-- (16-32) ४ i 
15, — 
Q : 45a 
(1-2) ४४-- (1-20) 2/4 , 3 
` (132) (1--52) ४० 
__.. (8-|-32) 28 
(2-00) (4-- δα) 
निम्नलिखित व्यंजकों का सन्निकट मान दशमलव के चार स्थानों का x 3 


17. 


करो: f 
18. _ , Y8. | 19, (35) ०, 
. (630) १४ 


विविध प्रश्नावली 


1. यदि (2-{-८) के विस्तार में विषम पदों का योग P और सम पदों का. 
योग ९ हो, तो दिखाओ कि 
(i) Pe- Q= (at — at)”, 
(i) 420 = (e44) (४-८) 
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2. निम्नवर्ती का » के घातांकों में विस्तार करो: 
(i) (1+#०-1-200)२, (1) (=-+/s+2) 
(iii) (ax? +b? Soe --५)* ! 
3. निम्नलिखित व्यंजकों का » की. आरोही: घातांकों Ἡ α) तक विस्तार करो 
(i) (1-»४- 20) ११८. (i) (1--४--४१)०? . 
(iii) (1+-+-2०४ +-»४ ४० )॥१ . (iv) αν (५४४ bee) . 
4. व्यंजक . (1--32) (४ (1 - 2४) का z को आरोही घातांकों में 
प्रथम तीन पदों तक विस्तार करो। [मद्रास, 1948] 
5. यदि (1-४) के विस्तार में तीन क्रमागत गुणांक 36, 84, 126 हों, 
तो» का मान ज्ञात करो। i 
6. यदि (1-2) के विस्तार में ph, (७-1) th ओर (0-35) th 
पदों के गुणांक समान्तर श्रेणी में हों, तो सिद्ध करो कि 
--π(4ρ +1) +4? -- 20 
7. यदि किसो द्विपद-विस्तार में चार क्रमागत गुणांक a,b,c,d हों, तो सिद्ध 
करो: 
(i) (bead) (७-८) =2 (५० -- bd) 
(ii) ` af(a +b) +e/(c +4) 32०/(०--८) - 
3. यदि n धनपूर्ण संख्या हो, तो दिखाओ कि (ὁ --/τ) पूर्ण सांख्यिक 
भाग एक विषम संख्या δι [बंम्बई, 1945] 
9. सिद्ध करो कि 1/(1--2--2) के विस्तार में αὐ के गुणांक n के 
3m, 3 ¬ 1, अथवा 3-1 के छपानुसार 1, 0, अथवा -1 επι 
[पटना, 1953] 
10. दिखाओ कि (1 +-2४)/(1- 2-2 ) के विस्तार में am के गुणांक 
(— 1) ων, 3( -1) ५/१, अथवा 2( — 1) (1-30 हूं, जव कि क्रमशः 
3n, 3-1, अथवा 37-02 के रूप का है और n एक धन पुणं सख्या δι 
[दिल्ली, 1949] 
11. दिखाओ कि ( 1-2 )_(*1) के विस्तार में 2० का गुणांक 
(1-2) uty के विस्तार में zz के गुणांक के बराबर है, जब कि 7 ओरं Ππ 
पूर्ण सख्या हैं। 
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12. सिद्ध करो कि n के एक से अधिक धन पुर्ण सांख्यिक मान के x 
590 — 124%- 1 
124 से भाज्य है। - 
13. सिद्ध करो कि m के धनपूर्ण सांख्यिक मान के लिए 
34n+3' — 80% — 27 







80 से भाज्य है। 
यदि (1-2) के विस्तार के गुणांकों को 05, 0,, 0५ , - - - , 07 से निरूपित 
किया जाये, तो सिद्ध करो: 





3 4 5 n +3 2 
14. जू 6ο- š G, +s ?,- ---+(-1)० "या πε 


15. ००५ F(a 4b) O, + (८--%) ०, +... (a + nb) ळा. 
= (26 -+ nb) 2071 
16. a04 (a+b) Ci (a + 2b) 6.3 +. ..+- (anb) Om 
= (2a-nb) Tra 
17. Co Crt 01 Orpa FHCaCrta +.. - न Car On 
( 2n) || 
(n—r)! (nr)! 
18. दिवाओ कि 
Οι -- 20,» +- 3032... nOn = n (1 + ०) ४7. 
अतएव 
0,2 4 2 0? 3? 03? -- . . Hn? Cn? 
का मान ज्ञात करो। 
19. यदि (1-2) और (1--४)० के विस्तार के गुणांकों को क्रमशः 
Co, Οι, Cos- -, ७ तथा b, ०,, bos - - -» bm से निरूपित किया जाये, तो 
सिद्ध करो कि 


PAE (m+n)! 
br (0.3 (oA + br- 2 σ 2 +. .. -- boCr Γη ( Ln == ) I Š 
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20. यदि c इतना लघु हो कि πὶ तुलना में οὔ की उपेक्षा की जा सके, 
तो दिखाओ कि 


ΓΠΣ ας pe 
N/T τε aren: । 
21. यदि z इतना लघु हो कि 2 और z की अन्य उच्चतर घाताँकों की 
उपेक्षा की जा सके, तो दिखाओ कि 1-2 का nat मूल सन्निकटतः 
2n+(n+1) z 
2η-|-(η--1) z 
ë! 
निम्नलिखित श्रेणी का योगफल ज्ञात करो: 
4 45 , 4.5.6 
22. ito πλ Papa यातर : 
[आंन्त्र, 1954] 
5.8 , 5.8.11 
23. 1 Tat 572 +— 12.16 +T... ... ° 


[अनामलाई, 1949] 


1.3 1.3.5 
2 PTT ७ ७ ७ . . 
Z 2.4.6 +> 4.6.9 Γσεθβιο gi 
[वम्बई, 1947] 
25. दिखाओ कि 
5 5.7 5.7.9 
36 3.6.9 /इ6:9.15 (33-2) - 


[अनामलाई, 1950] 
26. द्विपद-विस्तार के रूप में संपरिवर्तित कर दिखाओ कि 


1.3 LSS plao 
96 3.6.9 3.6.9.12 


7. गुणनफल (1-०): (1-2) के अनुप्रयोग से 


1.3.5 1.3.5 (5η -- 3 
1+3 अर्श 346 एप पता 


का मान ज्ञात करो। [अनामलाई, 1954] 


+... ...=0.4 सन्निकटतः। 


wY 


22. बीजगणित 


28. यदिJ >-1/2, तो दिखाओ कि. | 
1.3 Ὁ 








मळ यार (जो ΕΙ 

Eo [कर्नाटक, | 
-29. दिखाओ कि : > 2 

14% | ”(»-1) व्य κ "वि “व 
डी EAS (w --I )- π(η-1) (»--2) Μετ... + : 
_ ` ` [उत्कल, 1952] 
30. सिद्ध करो कि मी आ i उ 
i ४(४-1) π(π-- 1) (η-- 9) } 
हत कर कोइ t + मी 
ο ο OA) 39. 3 


अध्याय २ 
घातोय और लघगणकोय श्रेणी 


2-1. इस अध्याय में हम द्विपद-प्रमेय के अनुप्रयोग से ८८ और लघु० (1 -[-») 
σι » को आरोही श्रेणो में, विस्तार ज्ञात करंगे। ८ को घातीय 'फलन और उसके 
2 की आरोही श्रेणी में विस्तार को घातीय श्रेणी कहते हैं। इसी भाँति लघु « (1 --) 
को लघुगणकीय फलन और इसक्रे » कौ आरोही श्रेणी में विस्तार को लघुगणकीय 
श्रेणी कहते हैं। 

2-2. संख्या e : श्रेणी 


स्या जि + ΤΠ जि Ανν" ° z i . ἓ (1) 


का योगफल एक परिमित संख्या होती है क्योंकि श्रेणी 


1 1 pl l - 
=1 +itiz tis डकवा τν 
{Πα ση ज्र 
CMDS -***- š 
अर्थात्‌ «1--1/(1-1) =3 


योगफल (1) को साधारणतया ८ से सूचित करते हैं ओर इसका बीजगणित 
में एक विशेष महत्व है। 


पुनः 
T SH 1 
= = ----9. 
παρ πι: τη 
अत; e का मान 2 और 3 के मव्य है। | 


2:21. e को अपरिमेयता : यह सिद्ध करना कि ८ ARAA संख्या ë 
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यदि सम्भव हो, तो कल्पना करो कि ८ एक परिमेय संख्या है तथा धन पूर्ण 
संख्याओं p और q के अनुपात 2/9 के रूप में अभिव्यक्त की जा सकती है; तो | 


Pp I हो. 1 1 1 


दोनों पक्षों को 4! से गुणा करने पर प्राप्त होता है 


2(2-1)!= (एक पूर्ण संख्या) + (यज) T 
1 


(σ-1) (1) -Ł ΠΠ; . ( 3 ) 


Ë 

परंतु i 
ΠΕ UAUA Fg Fig Ts) (q Ts) आओ 

उचित भिन्न है क्योंकि यह गुणोत्तर श्रेणी i 

= +X τα } 

gl ADE TOFD) एना) +. | 

š 


1 1 1 

अथवा, CET ICES Γη ο εκ : 
के योगफल 1/५ से कम हैं। 

अतः, समोकरण (2) के अनुसार 

एक पूर्ण संख्या =एक अन्य पूर्ण संख्या --एक उचित भिन्न, 
जो कि aaraa है।अतः ८ को दो पुर्ण संख्याओं p और q के अनुपात pje 
में अभिव्यक्त नहीं कर सकते ओर अतएव यह एक अपरिमेय संख्या है। Ἢ 

2:22. e का सन्निकट मान : e का यथार्थ मान ज्ञात करना सम्भव नहीं x र 
क्योंकि यह्‌ एक अपरिमेय संख्या है। परंतु इसका सन्निकट मान $2.2 (1) के aq- 
प्रयोग से किसो भी वांछित परिशुद्धता-मात्रा तकज्ञात कर सकते हैं। यह मान 
दशमलवः के नी स्थानों तक शुद्ध 2.718281828 है! 

2.3. घातोय-प्रभेय : श्रेणी 







> ο zr 


2 i 
1 ΠΤ ΕΣΓ ΤΩ 1---- कर 


का योगफल n के समस्त मान, धन अथवा ऋण, पूर्ण सांख्यिक अथवा भिन्नात्मक, | 
के लिए ες होता δι 


घातीय और लघुगणकोय श्रेणो 25- 


यदि n >1, तो द्विपद-प्रमेय से 
πα(πα-- 1) 1 


/ 1२ nx 1 
(1 55) =L πα πρ τα 


nz (nz — 1) (nz — 2) 1 
ες. τι > =Ë < ος 5, 


वान (४- ln) α(α- AGENAR (z — 9/1) FE 


संबंध (1) में z=1 प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
1-1/% , (1-1/%) (1-2/n) 
(1 गळ) =1+1 + / cena ------ -ἰ- 








परंतु 
{ (-1/४)१ Jš=(1+1/n)"*; 
अतः 
I+ : —r वि + Ce) Lie | (Ea 2 V 
πε Un) 2 Wei) SI 


यह परिणाम सत्य है, चाहे » कितना भी वृहत क्यों न हो। यदि n अनियत- 
रूपेण बुहत्‌ संख्या हो, तो 1/% शून्य हो जाता है और हमको प्राप्त होता है 


1 1 x 22 करे 
(1 + +r +j, + ) =1+=-+šr Hh 


«ον xn, 
अथवा ex =] +z + ər Τατ +` πι +.... . 
इसको घातीय-प्रमेय कहते Š l 
2:31. महत्त्वपुर्ण व्युत्पत्ति : घातीय-प्रमेय से निम्नलिखित महत्त्वपूर्ण परिणाम 
निगमन किये जा सकते हैं :-- 
(i) घातोय-प्रमेय में » के स्थान पर z लघु «७ प्रतिस्थापित करने पर प्राप्तः 
होता हे 


ακ--]-|-αππα μας )2 (लघु) So (zaga) 
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इसको व्यापक घातीय-प्रमेय कहते हैं। 
(ii) घातीय-प्रमेय 


Š : 25 23 an 
ex =1 +> = I +! -- c:e τῇ + edu) ajere otata ο K ( 1 ) 
में 2 के स्थान पर — z प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
2 x3 απ 
#*=1-<z + mt (Deg ---...... (2) 


(1) और (2) mpa को 2 से भाग करने पर प्राप्त होता है 


a2n—2 


1 2; 
ड( +० 5) =1+ Ἢ TI ol T (n =5)T an (3) 


(2) में से (1) को घटाकर 2 से भाग करने पर प्राप्त होता है 
2 21-17 


3 ( ex — οκ) — -Ἐ sr + +. क Hani)! न ON क. - | 


(3) और (4) की दक्षिण पक्षीय श्रेणी को अतिपरवलयिक कोज्या और अति- 
'परवलयिक ज्या श्रेणी कहते हैं और इनको क्रमश: कोज्याति » और ज्याति » से 
निरूपित करते हैं। 


24. श्रेणी का योगफल : घातीय-प्रमेय के अनुप्रयोग S कुछ श्रेणियों का योगफल 
ज्ञात कर सकते हैं। यदि कोई श्रेणी § 231 की (1), (2), (3) अथवा (4) की 
“श्रेणियों के रूप में संपरिवतिंत की जा सके, तो स्पटष्तया उसका योगफल सर्वदा निकाल 
सकेंगे। 

2 5. उदाहरण : सिद्ध करो कि 

z L E Ἡ ο... Η-.......--ὰ (DE 


[मद्रास, 1953] 





Ἔ 


यदि nti पद को Ta से सूचित किया जाय, तो 
1 --3 isi, dni 


५ 1 
5 n! 
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__35- 1 


— 2n! 


त्यात) 

अतः निर्दिष्ट श्रेणी | 

(जा गा) ο ο ज्ञ) 
(जा tr tart ) ( ο ο 
-1)-३ (४-१), 


(७-1) 


L 


z 


li 
sr 


| 
υἱ jm 


e° ὧν 


॥ 


प्रश्नावली 


1. ८“5 के विस्तार के प्रथम पाँच एवं (7--1) ५) पद ज्ञात करो। 
2. γε और Lje का सन्निकट मान दशमलव के चार स्थानों तक शुद्ध ज्ञात 


करो। 
» को आरोही श्रणी में विस्तार करो: 


3. 3 (ex ens) 4. (८५७५-००) (केक 
5. व्यंजक (a --bz -|-८४)/०६ के विस्तार में a का गुणांक ज्ञात करो । 
दिखाओ : : 








6 ( ο ) (7 ता κο 
ον ο 


सिद्ध करो: 


8. ( 1 η +T +: D -( La डा +T +- y 
TER | [मद्रास, 1949] 
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1 
|] 1+ əl + 41 Pa ant 
&-1 `~ 1 त 
i αι + gl Febe लद 
1 1 1 
si डा + z! — हा ο ποτε ο 
10. — = 
+1 ἢ 1 1 
ine esp ολο x 
[कलकत्ता, 1934] 
11. श्रेणी . 
7०५४८2 70862 ) ° š 3 
1 + जा बा + -- --- . ... का योगफल ज्ञात πι 
[वम्वई, 1947] 
12. सिद्ध करो: 
# 4 6 8 
Wk ही bet tm: = 
2 4 6 8 -- 1. 
[दिल्ली, 1959] 


निम्नलिखित श्रेणी का योगफल ज्ञात करो : 
3 .5 7 9 
292 . 3 43 
[रुड़को, 1947. 





1--2 1--2--3 1-23-4 
Co a 2 क्र 
[απτ, 1950 


1--3 πα ) TUS EIT 
πο ως 4! 


16. 1 डा ο > 0 ~ - 
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ग: ap जी ο म मी 


[रंगून, 1950] 
12 . 2 
18. डा + 3T + A जग D : 


[दिल्ली, 1958] 


τ 2.3 3.5 4.7 5.9 
S= το + दा + द्रा + हा iim AE 
[मैसूर, 1952 
23 33 43 
20. छा ज tator 


[ आगरा, 1955 ] 

26 लघुगणक : यदि ०६-७४, तो श को e के आधार पर ८ का लघु- 

गणक कहते हैं और हम लिखते हैं 
z—=w*ca. 
अतएव 
लघु 
८ ο΄ =, और लघ्‌, ==. 

क्योंकि ० > 1 ex एक से अधिक होगा जव कि z धन है और एक से कम 
जव 2 ऋण है | हमको यह भी ज्ञात है कि ००1 j अतएव, (1) से स्पष्ट है 
कि लघ्‌ a धन है जब कि ०>1 , ऋण जव a< 1 और शून्य जब ०==1 | 


e के आधार के लघूगणक को प्राकृतिक लघुगणक, अथवा लघुगणक के आवि- 
षकारक नेपियर के नाम पर नेपिरीय लघुगणक कहते हैं। सैद्धांतिक कार्य में हम 
अधिकतर प्राकृतिक लघुगणक का प्रयोग करते हैं और यदि सं ञ्रान्ति का डर न हो, तो 
प्रायः अनुबंध ८ को छोड़ देते δι 


10 के आधार के लघगणक को साधारण लघ्‌गणक कहते हैं। संख्यात्मक काय 
में सुविधा के कारण साधारण लघुगणक का सदा प्रयोग किया जाता है और, यदि 
वर्णित न हो, तो उसका आधार 10 समझा जाता है। इस प्रकार लघु 2 का अथ 
πε οὐ और लघु ८ का लघु, ०८है। यदि सं श्रान्ति की सम्भावना हो, तो आधार 
को वर्णित करना चाहिए | 
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πίττα लघुगणक से साधारण लघुगणक को प्राप्त करने. के लिए x य 
लवुगणक को 1/लघु, 10 से गुणा करते हैं। 


क्योंकि, यदि n के साधारण लघुगणक को 2 से सूचित किया जाय, तो #--10:;. 







अतएव 

लघु, n=AF ०10* == लघु ०७10, 
अथवा श “लघु onf लघु७10, 
अर्थात्‌, ` लघु ,००==जबु/॥/ लघु 10. 


1/लबु.. 10 का साधारण लबुगणक का मापांक कहते हैं। इसका सन्निकट मान | 
43429448 है ओर इसका सावारणतया μ से सूत्रित करते हैं । 


2-7. लधुगणकोय श्रेणी : यदि 2 का संख्यात्मक मान एक से कम हो, तो 
an 
लघु ०(1 +z) == - ῥαΐ +l) 


अनच्छद 2:31. के व्यापक घातोय-प्रमेय में z के स्थान पर,/ ओर 6 के स्थान 
पर 1-2 लिखने पर प्राप्त होता है 


2 2 

(1 +2)7=1 πο ρω. | 
3 š 3 

HTT (1 +2) ) ος αν 

परंतु, द्विपद-प्रमेय से pr ; 

(1 +a)r=1 yr + ५(४-1) ४(४-1) (४-2) s.. (ΠΝ 

क्योंकि (1) ओर (2) एक ही व्यंजक के दो भिन्न विस्तार हैं इनमें ४ के 


गुणांक वरावर होने चाहिए। j 
अतः 


लघ „ (1 +) रन 1) g. TNE), 2 
(FST 1 632 ) (=s) 


=r} BEER CP. ......... : 
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इसको लघुगणकोय श्रणी कहते δι 

2:8. लघुगणक को गणना : लघुगणकोय श्रणो 

लघू. ( 1 Hr) 3४ - š αἳ [1 αᾱ- 2 αἱ +:.. (1) 
का लबुगणक़ गगना में उपयाग केवल उस समय हो सकता है जब कि z का संख्या- 
त्मक मान एक से कम हो; और तव भी यह सुविधाजनक नहीं है जव तक कि z अति 
लघु है, क्योंकि इसमें पद धोरे-धीरे घटते हैं और वांछित विशुद्धता के लिए अधिक 
संख्या में पदों को लेने का आवश्यकता होतो है। इस कारण अब हम एंसा श्रणी प्राप्त 
करेंगे जो लघृगणक गणना में अधिक सुविधाजनक हो। 


श्रणी (1) में α के स्थान पर - z रखने पर प्राप्त होता है 


लघु, (1 -α)-- — z -- 322 — 323 — दक Ly a sanpa रः (2) 
अतः 
l +< 
लघ, τα πο (L Te) Q= 
=2 (हैक F λαδη-,,....... J: E 
1--z 2 το ७-7 2८ ¿ 


संबंध (४) में [८ कर मवात: रतन पर मध्य σπα. 


m Bey Í 76 -- n = m =N m — 1ἱ 1 
न (m -n 5 Ta) E -Hn Rfi (4) 
πε श्रेणो लघूगणकोय :श्रणो.की अपेक्षा शीत्रतर अभिसारी š और इस कारण 


किसो सख्या क लघुगणक के सन्निकट मान का गणना में अंधिक .सुविधाज़नक है। 


29. उदाहरण: (i) लघु, 2 का सन्निकट मान दशमलव के τὴ स्थानों 
तक ज्ञात करों । 


अनुच्छद 2.8 क समोकरण (4) में % =2 ओर n=l लेने पर प्राप्त होता है 





De 591 1 
लघु ८2 =2 (ë Cas Το ουν जिउ है zam sz ) 
नक्कि 1 
अव, क्योकि ३ 0-5 9; πὲ 9; इत्यादि। 


32 बीजगणित 


अतएव 
1 
3 =:333, 333, 333; » 
1 7 r l x 
35 037, 037, 0397 और उऊ =:012, 345, 679; 
I 004 26` 1 2 
z= 04, 115, 226 और ἘΠΕ =:000, 823, 045; 
1 ο; 1 ᾿ 
g7 000, 457, 24 और T =:000, 065, 321; 
1 1 ; 
कु 000, 050, 805 और CFTR =:000, 005, 645; 
1 


1 
कुज 000, 005,645 और ται 000, 000, 513 


1 1 
ड="000, 000, 627 और τοις 000, 000 048 


31 13.313 
Lok 
z 000, 000, 0700 और igg 000, 000, 005; 


1 : 1 
का 000, 000, 008 और z 000, 000, 000; 


अतः लघु ८232 (:346, 573, 589), 
=:693, 147, 178. 
(ॐ) यदि लघु «26931, तो लघु 102 का सन्निकट मान दशमलव के 
स्थानों तक ज्ञात करो । 
लघु 102१००2 = -69314 X "43429, 
लघु ०10 


= "3010 सन्निकटतः । 





प्रश्नावली 


“निम्नलिखित व्यंजकों का विस्तार करो एवं व्यापक पद ज्ञात करोः 


1. लघु 2. लघु (1-32-22). 


घातीय और लूघुगणकीय श्रेणी 33 


3. σε {1/(1-2- २१-2१ )} - | [ मद्रास, 1948 ] 


4. दिखाओ कि लघु ο (1-2 --८१) के 2 की आरोही घातांकों के विस्तार 
में zn का गुणांक » के 3 के गुणज होने व न होने के अनुसार - 2/2 अथवा 1/% है। 
[ वम्बई, 1948 ] 


Ιλ ο μαι ) 
4 = ὧν. = oO ......... 
5. 2 ( = το τ +s न + का मान ज्ञात करो । 
[ अनामलाई, 1949 ] 


6. दिखाओ कि 
1 1 1 1 
τε (4/ο ) => 25 Γφα -Iz दा e aiser तर 
[ars, 1950 ] 
7. सिद्ध करो कि 
= 1. 1I\1 1 1IN\1 
लघु, ,/12 =1 -> ( 215 ) ititi ) का *........ . 
8. दिखाओ कि 
1 1 1 
1 नक न तड -L «.-«-««««««« = लघु 3 l 
[ पटना, 1949 ] 
9. सिद्ध करो कि : 
z2 xi z$ 
Iz η RN TR =} aq (1-2) = (1-2) =. 
10. दिखाओ कि 
लघु, 10=3 लघु ०24-2 - ठे (P +4 GP- ......... 


[ मद्रास, 1949 ] 
11. यदि > 1, तो सिद्ध करो 


2 लघु ०» - लघु० (7-1) - लघु» (५- 1) 
1 1 1 
= eh ------... 


[ आगरा, 1948 ] 


2Ú 





~ 7 : 1 
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12. सिद्ध करो कि 
लघु ०11 =2 लघु०7 - लघु ०3 


जी ( ΕΣ ( ) अ) + 


13. सिद्ध करो कि 
is 1 1 = 
; nl Hapiy Ts(n 1) CR करन A 
1 1 1 


n me 5381 
| [ आगरा, 1959 | 
14. दिखाओ कि 
४८-1 2°] ४३ 1 
el t3 (oF? ECESE ο οκ sea = लघु z. 
[ मद्रास, 1954 ] 
15. सिद्ध करो कि 


εστι >“छर्न॑-2.. . > 1 1 ᾿ 1 O 
SRO न्स कन i Se) नळ्या) z+.. | 


' .[ उत्कल, 1946 ] 

16. यदि लघु, ०233030103 और लघु, ००२04६3429, तो 7,11 
और -!3 का साधारण लघुगणक ज्ञात करो । 

2.10. विविध उदाहरण : (1) यदि 
Νίο; -Y= z — a PHa भौ- के ४ नी --- + 
: तो दिखाओ कि 
=y Li ++ ATS » 
É रत : [ दिल्ली, 1959 1 
यदि ` ४55 zx- Fj. η 
तो y= लघु (1--»), 


घातीय और लघुगणकोय श्रेणी 35. 


अथवा 1-2, 


2 
--] Fyt A pa TA Las ; 


αξξ-Γρη +g Tf see 


ii) याद्‌ समीकरण 2? - ०21-7 =o के मूल < ओर B हों, तो दिखाओ f. 
πο (1- pete) = «πα ο 
+.. 15 ( xa- Bn) mp ......... 3 
| [ आगरा, 1961 |. 
क्योंकि समीकरण के मूल < और 8 हैं, अतएव 
x + 8559 ; < β-α- 
..-लघु (1 — p= —qa2) = - लघु{ 1— ( x+8) z+ <8 २१} , 
= लघु, (1— <7) (1— 8४), 
----ππ (1 — xv) - लघु (1- Bz), 


= <2 1 २२२-3 ०८३ E ०८१ 2... 
: A, 
. Bek ee B HH Baad 
=( <--8)z=+k( <? e) ( «*/-8१) ४७ 
1 
+ -ρς τ C ος n-{-n) zn EUA DOE O 
(19) श्रेणी | 
9 19 35 
iit HT +s औ--- का अनंत पदों तक योगफल 


ज्ञात करो । 
कल्पना करो कि श्रेणी 


9 {-19 +35 -57 +85 + ....... T 
का nth पद tn और योगफल S है; तो j 
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839 -Γ19 +35 --57 +-85 +... +४» ; 
a S= 9-419435 +57 --. . . -Hn-1 Hn - 
घटाने पर प्राप्त होता है 
--θ H10 +-16 +22 -+28 +. . . (९-1) पदों तक] -£ „ 
| =+ {20(n 2) ο) ας 


= (3n 4n +5) — tn . 


~? tn =3n? +n +5. 
अतएव निर्दिष्ट श्रेणी का nth पद 
3n? -n -+5 
n! 


3n (%- 1) Lins 


n! 
(»- 2)! ος BY) (η-- ) 
अतः वांछित योगफल 
60 1 60 1 2? 1 

प्र” ee > ट 

η Sa tS 
=3 e +4 e +5(e-1), 
ΞΞ]26-5., . 


विविध प्रश्‍नावली 


1. सिद्ध करो कि 
2 Ἡ 1 
πα [ (142 «)/3 = =+ οἳ-- ar ४७ जव कि z की उच्चतर घातों 
की उपेक्षा की गई हो। 
[ ara, 1950 ] 
2. लघु { (1+-2+-2*) /(1- 2-८१) } को 2 की आरोही घातांको में 
विस्तार करो । [ बम्बई, 1954 ] 


r ` 
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3. यदि लघु (1-»--०”) का z की आरोही घातांकों में 


a tpat pagt? t ......... : 
के रूप में विस्तार किया जाये, तो दिखाओ कि 


2 
αφ-Γαρ-Γαρ -- ..... e... a लघु 52 


[राजस्थान, 1950] 


4. यदि लघ्‌, (1 +-2-{-2 +०१) का ५ की आरोही घातांकों में विस्तार 
किया जाये, तो दिखाओ कि zn का गुणांक 1/% है जब कि n विषम अथवा 4-2 
के रूप का है और -3/» है जव कि n, ४७ के रूप का δι 


[राजस्थान, 1959] 
5. यदि γα +ड 2 1-1 २-2 २... . , तो दिखाश्रो कि 


yY y? 


ᾱ--Ἡ — -τ gr — प्रास 5०९४७०५००९ . 
6. यदि y=] (x +1) और ०<०<। , तो 


@— γα 22... ... us. c 
को % के घातांकों की श्रेणीं में अभिव्यक्त करो । 


7. यदि y= ५-४ और ०<०<। , तो सिद्ध करो कि 


93 αδ 
ना ΠΕ. ΠΕ «ΞΞ2 (: -π τς hs MORNE )) 
8. यदि /=22-। , तो सिद्ध करो कि 
1 2 2 
x राळ ण 326 + ρος y -- 3 Fy’ ar boo: - 


9. यदि z का संख्यात्मक मान एक से कम है, तो दिखाओ कि 


2 
ο Το 2 At αδ-]-......... 5 


tol = 


z 
Πα + लघु (1-2). 


[आगरा, 19511 
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14. यदि p और ५ धन हों, तो दिखाओ कि 


ग πο 


बीजगणित 
दिखाओ 


1 1 1 
10. लघु, 3—1--s डड Hat oo 
| [ पटना, 1949 ] 
11. लघ्‌ ( 1 lya 
* लघु. +) 
ΗΡΙ यानात आ 
(nl) 2.8 छत)? 3.4(w--1)3 — ών 
[मद्रास, 1953] 


लघ्‌ ο घु ००) 
(लघु οὐ) + क 
[पटना, 1950] 


19. n + [1 + 


13. यदि 2 > 1, तो दिखाओ 


> TT (= ) (जळ) (जप ) [πα F. 


[मैसूर, 1949] 


Foe = [Ge ος A + ( ) τ ] 


[रंगून, 1950] 
1001 


15. ----- का नेपिरीय लघुगणक दशमलव के सात स्थानों तक शुद्ध निकालो 1 


999 


[इलाहाबाद, 1950] 
निम्नलिखित अनंत श्रेणी का योगफल ज्ञात करो: 


16. लघ्‌ ३९ - लघु ५०†-लघु ५7९ लघु ४1९ ------- °° 


[मद्रास, 1 955] 


11. — z22+— αὐ + + लग Iz < 1. 


[आन्घ्र, 1952] 


ER aaa : 
[वम्बई, 1 948] 


(१ ) xn 
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21 34 41 
19. ΤΡΙ Πεμ πε. 2 


[ कर्नाटक, 1962 ] 
ars s 


n! 





[ मद्रास, 1953 ] 
21. सिद्ध करो कि 


1305 22,32 32, 42 


a tar taii या i: ~ δις यान 


[ राजस्थान, 1962 ] 
22. दिखाओ कि 
1 1 1 
[ आगरा, 1962 ] 
23. घातीय एवं द्विपद-प्रमेय के अनुप्रयोग से दिखाओ कि 


na -- n(n- na « (n= 2)7- - ००००० ०००० . =n! 


N 
wl = 


[पूना, 1952] 
24. यदि < और B समीकरण αἲ -- 7४--५०के मूल हों, तो दिखाओ कि 
लघु (1-1-9»--9४ ) 
--( «<-:8)» — 1 ( xe) (<)... 
[इलाहाबाद, 1950] 
25. यदि ax? --0४--८० के मूल <, 8 हों, तो दिखाओ कि 
लघु (८:४--०४--०) 





«<--8 _ <*—+ B 
= oa +2 aet ¬ = ब 
«xatga 
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अध्याय 8 
आंशिक भिन्न 


3-1. प्रारम्भिक बीजगणित में दोया दो से अधिक भिन्न के योग को एकल 
भिन्न में अभिव्यक्त करने को विधियों का ज्ञान कराया गया है। अव इस अध्याय में 
हम एक भिन्न को उसकी रचक अथवा आंशिक भिन्नों में अभिव्यक्त करने की प्रतिलोम 
प्रक्रम पर विचार करेंगे परंतु हम व्यापक सिद्धांतों की समीक्षा न कर केवल आंशिक 
भिन्नों को ज्ञात करने को विभिन्न विधियों तक ही सोमित रहेंगे। यह प्रक्रम अनिर्वारित 
गुणांक विधि पर आधारित हैं और बीजगणित के अध्ययन में अत्यन्त उपयोगी है। 

3:4, परिमेय जीनीय भिन्न : यदि ८ ओर b अचर एवं m और n वनात्मक 
पूर्ण संख्याएं हो, तो 

63 +a,z-Fa,2z2 4 ...—+a,2P 
bo bz +b,2°-F-. - - -bqa 
के समरूप वीजीय व्यंजक को परिमेय बीजीय भिन्न कहते हैं। 

यदि अंश की कोटि हर से कम हो, अर्थात्‌, यदि <५, तो इसको उचित भिन्न, 
परंतु यदि p > q, तो इसको अनुचित भिन्न कहते हैं। किसी भी अनुचित भिन्न को 
साधारण भाग दारा उचित भिन्न में परिवर्तित किया जा सकता है। उदाहरणार्थ, 


3 [δω —4 2 9 -[-1 
a a καὶ = Es =r +1 +— 5 ΞΡ 
25 -2x -+1 25 -42v --1 


आंशिक भिन्न : किसी भिन्न को उसकी रुचक भिन्नों में अभिव्यक्त करने को 
fas भिन्न में खण्डन करना कहते ξι 

अव हम किसी परिमेय वीजीय भिन्न को उसकी आंशिक भिन्न में खण्डन करने 
की कुछ विधियों पर विचार करेंगे। 

3:3. यदि F (v)/ġ(x) उचित बीजीय भिन्न है, तो यह दिखाया जा सकता 
है कि: 

(i) यदि (2) का एक गुणनखंड (४-०) एवं 4 अचर हो, तो संगत 
आंशिक भिन्न 4/(2-८) के समरूप होगी। 
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(ü) यदि $ (०) का एक गुणन खंड (४-०): एवं B , Bo, 3,. + u Br 
अचर हों, तो संगत आंशिक भिन्न 
B B, B B. 
CICS (७०७०0 Hee) 
के समरूप होगी । š 
(iii) यदि $(z) का एक गुणनबंड 22 [-λια-[- एवं C और D अचर 
हो, तो संगत आंशिक भिन्न 
कि nr 
z2 men 
के समरूप होगी । 
(iv) यादि (७) का एक πππᾶς (2 -pme pn)" एवं Ον, ०५, --, 
८५ ओर 2, , 2», - . ., अचर हों, ता सगत आंशिक भिन्न 
Cie TDi , Ομα--Ο, Cre Dr 
(22 me +a) si (a -mg Fr)? उ ( 2? men) r? 
के समरूप होगी । 
3.4. आंशिक भिन्नों X faaea : किसी परिमेय वीजीय भिन्न को निम्न प्रकार 
से आंशिक भिन्नों में अभिव्यक्त कर सकते हैं : 

(i) यदि निर्दिष्ट भिन्न 7'(2)/¢ (2) उचित भिन्न न हो, तो F(z) को 
$ (७) से विभाजित कर निम्न रूप में अभिव्यक्त करो: 

F(x 
ΚΟ = ϱ (5) + πολ. 
इसमें Q (z) भागफल तथा /(2)/% (2) उचित भिन्न δι 

(11) % (z) को उसके वास्तविक अभाज्य गुणनखंडों में विघटन करो। 

(11) /(४)/# (e) को $ 3:3 के नियमानुसार संगत आंशिक भिन्नों के 
योग के बरावर समीकृत कर दोनों पक्षों को Φ(α) से गुणा करो। 

(iv) नियम (1) से प्राप्त सर्वंसमिका में एक पक्ष को 2 की भिन्न 2 घातों 
के गुणांकों को दूसरे पक्ष कौ 2 को उन्हीं घातों के गुणाँकों से समीकृत करो और फिर 
इस भाँति प्राप्त युगपत समीकरण को हेल कर सर्वंसमिका के अचरों का मान ज्ञात 
. करो। 
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उदाहरण : व्यंजक e (2-1) का आंशिक भिन्नों में विघटन करो! 
व्यंजक ४/(४४- 1) एक उचित भिन्न नहीं है; इस कारण अंश को हर से 
भाग कर प्राप्त करते हैं 


απ 
xl - πε ४4 - 1 
अव $ 3.3 के नियमानुसार कल्पना करो कि 
1 1 4 Cz --०2 
I= GGT) ४-1 ΣΙ ΓΈ 
दोनों पक्षों को ४-1 से गुणा करने पर प्राप्त होता है 
1—.4 (2-221) +B (४१ — z2--z 1) (Cm — ८४--२०0४४ - D). 
दोनों पक्षों में 2१, 22, 2 के गुणांकों और अचर पद को समीक्षत करने पर 
श्राप्त होता है 


0=4 +B +C, 
0= 4 — B +D, 
0=4 +B - 6, 
1--4--7 - 0, 


इन समीकरणों को हल करने पर प्राप्त होता है 
-1 =1/4, B= - 1/4, C=0, D = - 1/2. 
अतः 

αἱ 1 1 1 


ματ 1 क्त. (नया यपा 
प्रश्‍नावली 


आंशिक भिन्नों में विघटन करो : 


AE πι... वक 2० 
` (४-1) (९-4) (९-1) (४-1) 
CF [उत्कल, 1949 | 


2z3 — z2 — z: 
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4-7 [ 

4. (SSS) वकार लखनऊ, 1955] 
_ 918 — 11z -]- 5 [ 

5. त) गोरखपुर, 1962] 
6 (र) (म्फ) [लखनऊ, 1948] 
- 8 [ 
“उडान लखनऊ प्र To, 1948] 


3:5. अनुच्छेद 3.4 में वर्णित नियमों की सहायता से सब ही परिमेय वीजीय 
भिन्नों का उनकी आंशिक भिन्नों में विघटन किया जा सकता है। परंतु संख्यात्मक 
अभिगणना के परिश्रम को बचाने के लिए सधारणतया निम्नलिखित नियमों का 
उपयोग करते हैं: 1 

(क) हर के गुणनखंड (४-७) की संगत भिन्न A/ (x-a) ma करने के 
लिए (2-८) गुणनखंड के अतिरिक्‍त शेष भिन्न में ५3७ लिखते हैं । 

कारण: माना कि 

ὁ(α)--(α-α) ú (z) ; 
E /(०) _ /ίο) 
$(४) (४-०) p(z)’ 


A š 
=— -Haifas भिन्न, 
v-a 





जिसके हर का (2-८) गुणनखंड नहीं ἃ । दोनों पक्षों को (४-०) से 
गुणा करने पर प्राप्त होता है 


f(z) 
επι (२-८) X आंशिक भिन्न, 





जिसके हर का (2-८) गुणनखंड नहीं δι 
इस सर्वसमिका में ८२० प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
f (a) 
४ (a) 
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अथवा 
CANE Sla) __ 
CTO 


यह नियम को प्रमाणित करता है। 
उदाहरण : व्यंजक (1 1-32 --22०)/ { (1 = 2x) (1-2) (1 +2) } 


का आंशिक भिन्नों में विघटन करो । 
कल्पना करो कि 
14-32-22? 4 B Ç 





CJS भ itis 
गुणनबंड (1 - 22) के अतिरिक्त शष faai में 1 _ 2२ ==0, अर्थात्‌ ४--1/2 
रखने पर प्राप्त होता है 
=G पडा 
इसी भाँति 
7 snl 
G5) (72 
Š 1-3--2 
ओर द्‌ GF) 
3a 4 3 
τις») oJ) तर-छ) τα" 
(ख) हर के गुणनलंड (०-४) की संगत भिन्न Br/ (४-०)? प्राप्त करने 
के लिए गुणनखंड (2-2) के अतिरिक्‍त शष भिन्न में α--ὐ लिखते हैं। 
स्पष्टतया इसको सहायता से केवल आंशिक भिन्न Βε/(α-- δ): को ज्ञात कर 
सकते gl शष आंशिक भिन्नों को अन्य विधियों द्वारा ज्ञात करना पड़ता है। 
इस नियम को पूर्वोक्त विधि द्वारा प्रमाणित किया जा सकता δι 
(ग) यदि निर्दिष्ट भिन्न के हर में पुनरावृत्त एक घातीय गुणनखंड हों, तो 
उनकी संगत भिन्न को लम्बे भाग की विधि से ज्ञात करते हें । 
उदाहरण : व्यंजक xj (2-1) ¦ (०-1) का आंशिक भिन्नों में विघटन 
क्रो! [आगरा, 1951] 


अतः 
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निर्दिष्ट भिन्न में α-1--ν रखने पर प्राप्त होता है 
zi (1--z)4 1--49-[-60/-1-40/%-|-8/4 
G- re 5 πα) 0 
अंश को 2 -y से भाग करने पर, जब तक कि उसक्रे शेषफल में १४ एक गुणन- 
खंड के रूप में आ जाय, प्राप्त होता है 


1--%4/--0४७४--%४४--४/ 1 








ΜΗ λα शाह एफ 
अतः i 
ESE ‘i Εμ 
(४-1)4 (z+ 1) 2⁄4 Fig + 8816916 (2+Fy) ' 
1 17 
RCSB (७) HCTF 


15 
16 (५-1) तह (α--1}᾽ 


(घ) यदि हर में दो या दो से अधिक अपुनरावृत्त द्विघातीय गुणनखंड हों, तो 
उनकी संगत भिन्नों को निम्न उदाहरणों की भाँति ज्ञात कर सकते हैं। 

उदाहरण : (i) व्यंजक (οὐ eH) (2242) (»”--3)) का आंशिक 
भिन्नों में विघटन करो ι 


कल्पना करो कि 


23 22-1 AxB Cxz--D , : 
ΞΡ} (283) A Tanqa | (1) 
दोनों पक्षों को (४४ 152) (2+3) से गुणा करने पर प्राप्त होता है 
2-2-1= (42+-B) (α5--8)-|-(σα-|-2) (५०--2) - (2) 


संबंध (2) में 21-20, अर्थात्‌ 22---2 रखने पर प्राप्त होता है 
( —2 )४--(-2 )+-1=( 4»--8 )( -2+3 ), 
अथवा -2 ४-1 4७-०७ . 
इसी भाँति (2) में αἲ-----ὃ रखने पर प्राप्त होता है 
3०»--2--००--०. 
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अतः 
z3-L-z2--1 rk? 2h 


(म) व्यंजक (०-1) १/ (२१ +z 1) का आंशिक भिन्नों में विघटन करो। 
[लखनऊ प्रा०, 1955] 


निर्दिष्ट भिन्न 
(21): £: 22 
कन ता μετ ` 
कल्पना करो कि 
ον “1९-८2 Cz+D 
añas 














= peH 22] ; 


अथवा αἲ--(.Αα--.Β) (२ - z+ 1)—+ (Cz+ D) (e+ 1). 


संवंध (3) में οἲ----α-- 1 रखने पर प्राप्त होता Š 


--ᾱ-- l= (Az--B)(—2z)=—2A (-४-1) - 2७० . 


क्योंकि (4) एक सर्वसमिका है; अतएव 
- 1=24 - 2 और —1=24 . 
अतः 
i- = - I ओर =0 . 
पुनः , (3) में =r- 1 ταῦ पर प्राप्त होता हैः `. ` 


४-1 = (९४--०) (22) 320 (४- 1)--27)2 . 


अतएव =2C+2D आऔौर-1 = — °C. 
अथवा 6 = 1/2 और D =0. ` 
अतः 


z £ x I T 
प्या (epep) eA) 
और अतएव ' | 

(z241 ) 2 x x 
apati Σαξ) taap] ) 


- 


(1) 


(2) 
(9) 


(4) 


(5) 
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(ङ) यदि हर के कुछ गुणनखंडों की संगत आंशिक भिन्नों को उपरोक्त विधि 
द्वारा ज्ञात किया जा सके, तो शेष को ज्ञात करने के लिए साधारणतया प्रतिस्थापन 
विधि का उपयोग करते हैं। यदि भिन्न उचित हो, तो अज्ञात अचर को ज्ञात करने के 
लिए 2 से गुणा करने के पश्चात्‌ उसको अनंत की ओर प्रवृत्त कर एक समीकरण को 
प्राप्त करना सुविधाजनक रहता है। 

उदाहरण : व्यंजक (2१-5०? +-०)/ {(α-Ἴ-1) (+1) (५४--1)) 
का आंशिक भिन्नों में विघटन करो ι 

कल्पना करो कि 

2352 ¿E 2352-2 
(2+1) (2°41) (2+1) (स्वप) (सोय) (ॐ - e41)’ 
A. SSB 6०--70 Ε.|Ρ 
= oper): a Ta Z =Y . (1) 
दोनों पक्षों को (४--1)ः (२4-1) (२-2-1) से गुणा करने पर 
प्राप्त होता है 
&8--85%2--४८--4 (x41) («*--1 ) (४१ - »--1 ) 9 (2°41) (४४ -»४ --1 ) 
Ε (69349) (2+1)? (ॐ = z-F1) + (Ez-FD) (2+1)? (२41), (2) 
जो कि एक सर्वसमिका है। I 

सर्वसमिका (2) में क्रमशः v= - l;z2=— l;a2—ae— 1 और 2=0 रखने 

पर प्राप्त होता है ' 


3 = 6B, Rar (3) 
-5 = 2(Cx-D) ; (4) 

μι 2—E +T, * ; (5) 
0 A + BFD+F. (6) 


. - - इनसे क्रमशः प्राप्त होता है 


p= 195 ,σ-ο, 
= — ४2, E =.0 , 
F= 2 .ᾱ--Ὁ 
अतः - i 
2352-2 5 2 


ποτα] eA श्या δα" 
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टिप्पणी। सर्वसमिका (1) को z से गुणा कर उसको अनन्त की ओर प्रवृत्त 
कराने पर प्राप्त होता है: 


0= 4--0--. 
इसका (6) के स्थान में प्रयोग किया जा सकता δι 


प्रश्‍नावली 


आंशिक भिन्नों में विघटन करो: 


_ a5 
` (४-1) (+H) (०-2) ` 
o 30 — 85९4-10 
९८९४६. सपक ( a= 
3 θα4 
` (७-३ (नसः ` 
4 FS 
` 5-2) (८-3) ` 
FS AST 
(४-1) (z=+1)š (z--2) ` 
6: ल्कः - [इलाहाबाद, 1953] 
Ἱ. न्यत - [इलाहाबाद, 1949] 
g: πα eT न [इलाहावाद, 1959] 
z+1 १ 
abel 
10. Ci ο [पंजाव, 1937] 


3:6. आंशिक भिन्नों के अनुप्रयोग : आंशिक भिन्नों के निम्नलिखित दो महत्वपूर्ण 
अनुप्रयोग हैं — 
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(1) परिमेय भिन्न का आरोही श्रेणी में विस्तार कर सकते हैं। इसके लिए 
शर्वप्रथम भिन्न को आंशिक भिन्नों में विघटन करते हैं और तत्पइचात प्रत्येक भिन्न का 
द्विपद-सिद्धांत की सहायता से विस्तार करते हैं। 


उदाहरण : व्यंजक (7--०)/((1--») (7--४”)) के < πῇ आरोही 


घातांको के विस्तार में का गुणांक ज्ञात करो ` [आगरा, 1961] 
पूर्वोक्त विधि से आंशिक भिन्न में विघटन करने पर प्राप्त होता है 
7 +“ 3 3z—4 


(1e) (Ihe) Ihe Ia ® 
=3 ( 1--४) 7? - (3-4) (1-2) ग 
= 3 [1 =s? - : . .-( -1 )०४०--. . -) 
— (3४- 4) (1-४१-|-४४ -- . . .( —1)nz2-L..J, 
द्विपद-प्रमेय से विस्तार करने पर, जव कि =< 1 । κ 
«Σι का गुणांक —3 -- ( — 1) 4, 
और 2२७+ का गुणांक = -- 3 - 3 (-1) ०, अर्थात्‌ = -3--3( र्‍या) पाण 
अतः ॐ का गुणांक = 3-- 4 ( —1 ) τ. जब कि r सम है ; i 
++-3-- 3 ( -1)+70/%*, जब कि r विषम है। 
(11) कुछ उन श्रेणियों का योगफल कर सकते हैं जिनके पद परिमेय भिन्न हों। 
इसके लिए हम श्रेणी के प्रत्येक पद को दो या दो से अंधिक एसी भिन्न के अंतर के रूप 
में प्रकट करते हैं जिससे कि योगफल लेने पर उत्तरोत्तर पद कट जायें। 


उदाहरण : यदि 0<०<1, तो श्रेणी 





1; ; ga a 
(Is) G=) TG =) (=a) उन्न लसन 
का योगफल ज्ञात करो। ` -. ξππετατε, 1960] 
श्रेणी का rth पद हि 


जव कि 2-2? | इसको यदि 2 की भिन्न मान लें तो § 35 (1) से प्राप्त 
होता है 
Ὺ 
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Df ` ο ]- Lz 
(1-22) (1 - 2%) _ (1-22) (1 - z) (1 - 1/2?) (1 - 22) 


τη Cari Ioan ) ` 


πα: श्रेणी के प्रथम » पदों का योगफल 
कच्च्या) +T;+Ts + -.: + Tu, 
1 
+ हि 


nn ie) u= 
š Hia E — )} ’ 


1 
(1-2) a 1 — z+ f ` 


क्योंकि लीला αλα 0, 


_सीमा &9__ 1 IL - 
>> nso »४(1-»*) {rr Y; 
τις ή σος 

πι) G=) 


प्रश्‍नावली 


z को आरोही घातांको में विस्तार कर व्यापक पद ज्ञात करो: 
1 
1. Πα 1 - δε) {1 es) ' [इलाहाबाद, 1957] 
9 αἳ |-Ία-|-8 |. i 
° gz Ts+10 
T [लखनऊ Sro, 1956] 


SCD NCES 
[लखनऊ, 1956] 


आंशिक भिन्न 5: 


» का गुणांक ज्ञात करो: 


25 -- 4 
5. τι sy m=) 
ह 4-72 
`  (2--32) (1--»)* 

॥--& [ आगरा 
7. πατε) , 1961] 
मान ज्ञात करो: 

n 2r + 1 


& ॐ तल्या 


n 5r2-+12r 4+8 
9 2, PPAP) 


1 
10. τα) σας को आंशिक भिन्न में अभिव्यक्त कर x की 


आरोही घातांकों में विस्तार करो। इस विस्तार के प्रथम w गुणांकों का योगफल 
ज्ञात करो।  [आन्ध्र, 1950] 


विविध प्रश्नावली 


आंशिक भिन्नों में विघटन करो: 


x= 

CCC] 

623 1-522 — 7 
2. ες [उत्कल, 1954] 

a - 322322 {10 | [ 
ο ο ο इलाहाबाद, 1960 
e (न्फ (ल) et 
A 322-2 


(2-25) ` [उत्कल, 1962] 
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13.- 


14. 


15. 


16. 


ज्ञात करो: 


. बीजगणित 


— ο ος 

xR ( 2 -|- 9 ) 3 ( ες] ) ç 
1 

σά |-1᾽ 


RS 

(z+ 2)° (5 5) 5 
विडा हट य... 
(४-1) (4+ 1) 


e A 

(2 —1 ) 4 (22 -ᾱ-ι ) . 
(२-1) (F1) (FI) 

5— 9x a 

ROE nm ΕΝ 
(४-1)2(४-७9) (PT) 
हि (ती. 

=a 1 ° 
(९-1) अ) 
(#-1)(z+1)°' 

923 — 2422 -+ 482 
(z—2)4(z+1) 


[पंजाव, 1939] 
[गोरखपुर, 1960] 
[वाराणसी, 1952] 

[लखनऊ प्रा०, 1951] 
[राजस्थान, 1958] 
[पंजाव, 1938] 
[इलाहावाद, 1048] 
[राजस्थान, 1061] 
[लखनऊ, 1952] 
[अनामलाई, 1949] 
[नागपु र, 1954] 


[रजास्थान, 1962] 


निम्नलिखित व्यंजकों का 2 की ग्रारोही घातांक में विस्तार कर az का गुणांक 


[पटना, 1949] 
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τ तत Ξ [सागर, 1948] 
(य (+2) {5 13) [अनामलाई, 1950] 


20. ता EA का आंशिक भिन्नों में विघटन करो और दिखाओ 
कि द्विपद-विस्तार में 2० का गुणांक 


4 Ίνα 1 
τί 5 ) स्त (3n+-7) 





है। [राजस्थान, 1949] 
1 4 | B ,$% (») 
21. यदि z(z—2) (z = ऐड Panien + (z 1)% , 
तो 4, 7 और ' , का मान ज्ञात करो। [लखनऊ, 1953] 
22. यदि ακους... WS αρ + — Z 
22. यदि >> (७-७) (७-7) TEA 


तो 4, B और 0 ज्ञात करने का नियम (विना प्रमाण) दो। इससे अथवा अन्य किसी 
प्रकार से उनको ज्ञात करो और अतएव निगमन करो कि 
_ ८ : yE ρα r 
ह्य छज एज E 0 
[आगरा, 1938] 
निम्नलिखित श्रेणी के प्रथम n पदों का योगफल ज्ञात करो 
1 
23. तज उसळ UFA A απ  : ` 
[उत्कल, 1962} 
z(1 - az) .४०(1 — az) 


24. ES (Ta) तयछ्छा Upa Fata) (1ο) * ` 


[इलाहाबाद, 1959) 
25. उस श्रेणी के प्रथम % पदों का योगफल ज्ञात करो जिसका ; 
| ὃν ασ(1- γα) ; 
7 वाँ τε-- Oa) (1-८ my (12a) ία μὴ (1-a) sh 
: [πτταπτ, 1962] 





अध्याय 4 


अससता 


4.1. असमता का समता की भाँति बीजगणित में एक महत्वपूर्ण स्थान है और 
इसका प्रयोग प्रायः आता है। इस अध्याय में हम असमता के अध्ययन में उपयोगी 
विभिन्न महत्वपूर्ण विधियों की समीक्षा करेंगे। सदैव की भाँति a, b, ο इत्यादि से 
संख्याओं को सूचित किया जायेगा और इनको धन और वास्तविक माना जायेगा जब 
“तक कि इसके विरुद्ध कुछ न कहा जाय। 


4-2. परिभाषा 4 कल्पना करो कि ८ और b दो संख्याएँ हैं और ०-० धन 
है; तो हम कहते हैं कि संख्या ८ संख्या b से अधिक है और इस कथन को 6०० 
संकेत द्वारा निरूपित करते δι जव ०-४ ऋण होता है, तो कहते हैं कि संख्या 6 
संख्या ० से कम है और इसको ८<० से निरूपित करते हैं। उदाहरणार्थ, 1>-2 
क्योंकि 1- (- 2) धन है और -3< -2 क्योंकि -3- (-2 ) ऋण δι 

1> - 2 और -3 < —2 के समरूप व्यंजकों को, जिनमें चिह्न > अथवा 
< का प्रयोग किया गया हो, असमता, कहते हैं। चिह्न > और < को असमता 
के चिह्न कहते हैं। 

4-21. प्रारस्भिक विचार + असमता के अधिकतर प्रारम्भिक सिद्धांत समीकरण 
के समान हैं। 


(i) किसी असमता के दोनों पत्तों को एक ही धन राशि से वदाने, घटाने, 
गुणा अथवा भाग करने से वह रूपांतरित नहीं होती । 


क्योंकि, यदि ८ > b, तो असमता की परिभाषा से स्पष्ट है कि 
6 -+-०7० ०9 -- ०, 
a + ० >> ०0 - 6, 
ae > bc š 
aje > bje , ८६०. 
(11) किसी असमता पद का पक्षांतरण करने पर उसके चिह में रूपांतरण 
हो जाता R) 


क्योंकि, यदि 6-० > b, तो दोनों पक्षों में ० जोड़ने पर प्राप्त होता है 
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a> be : 
(11) किसी: असमता के पक्षों का पत्षांतरण करने पर असमता के {πᾶ 
में परिवर्तन हो जाता है । 


क्योंकि, यदि a > 0, तो स्पष्टतया b < a. 


(1४) किसी असमता के पक्षों को एक ही ऋण संख्या से गुणा करने पर 
असमता के {πε में रूपांतरण हो जाता है 

क्योंकि, यदि ८०>, ०-४ धन और -० (०-४) ऋण है। अत 

-αος-ῦο 

विशेषतया, यदि ८ > 0, तो -८ < — b 

(v) समान. चिह्न की असमताओं के संगत पक्षों को जोड़ने अथवा गुणा 
करने पर प्राप्त असमता भी उनके चिह् की होती है। 

कल्पना करो कि 


αι 3 δι, 6५ > bs, as >bg. Gn > bn; 


तो क्योंकि s 
(a,-Faa--as-F...-Faa)— (81--0 47:28 - - bn) 
=(a, —b1)+ (as -०४) (५४ bs )+- - + (कक — bx), 
> 0. 
अतः, परिभाषा से 
αι-Γαρ-Γαρφ-ί-. . .- αι > b -Fbo-Fbs - - -tbn saa (D) 
पुनः, क्योंकि 
αιαραφᾳ. - -An Ὀιαραφ. - dn, 
>b, b, as. - - -ᾱπ 


अतः 
αι Gə αφ. - - Ga > 01 b bs ° 
(vi) घातीय एवं लघ्‌्गणकीय फ़लनों के गुणों से स्पष्ट है कि, यदि > b, तो 
ea >८० , 
- और लघु ८०> लघु ०1 
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(vii) यदि किसी असमता के दोनों पत्तों को एक ही धन घातांक से उच्च 
किया जाय, तो असमता का. चिन्ह अख्यांतरित रहता है; परन्तु यदि दोनों पत्तों 
को एक ही ऋण घातांक से उच्च किया जाय, तो असमता के चिन्ह में रूपांतरण 
हो जाता है। H 

` - कल्पना करो कि ८ > b ; तो लघुगणकीय फलन. के गुणों से स्पष्ट है कि 
लघु ८ > लघु ४ 


, 


अथवा, nI ८ > 7 लघु ०, 
अथवा लघु ८० > लघु ०० , 
अथवा, an > bn. 

` इसी भांति . ` an < bn 


(viii) जब किसी असमता के दोनों पक्ष a और b में सममित होते हैं, तो 
a >b मानने से व्यापकता में कोई त्रुटि नहीं आती। क्योंकि, यदि b>a, तो 
के स्थान पर ç τα के स्थान/पर b लिखा जा सकता है और, सममित के कारण 
असमता अख्पांतरित रहेगी। इसी प्रकार यदि कोई असमता a, ४, ०८... , में 
सममित है, तो 'हम कल्पना कर सकते हैं कि & > 8 > ८ > ...। 

(ix) उन असमताओं की सत्यता, जिनमें कि दोनों पत्तों के अंतर के गुणनखंड 
किये जा सकें, प्रत्येक पृथक्‌ गुणनखंड के चिन्ह पर विचारकर सिद्ध की जा सकती 
है । कमी 2 गुणनखंडों का विशेष चुनाव उपयोगी होता Š | 

4-22. उदाहरण : (i) दिखाओ कि 

23 13 ८८७ > 5 ८४१ + 9 αὖ, 

जब कि > a. 

व्यंजक 

४३ -- 13 65% — δαωξ — 96% 
= (८४ — a) - 4αα(α — a) + 0११ (x-a), 
= (v-a) {{α-- 2a)?+5a ), 

πας. o 

x ΔΕ 18 αἴξ > 5 az a. 

(४) यदि a,b, ο, ० हरात्मक श्रेणी में हैं, तो दिखाओ कि 

a+ d> +c. 
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कल्पना करो कि a, b, ०, 6 के व्युत्क्रम p — 3५, p—q, p + ०, » + 3q 
ë; तो सिद्ध करना है कि 





1 1 1 ας 1 
P— 34 ‘Pd pq pg’ 
2 i 9 Š 
__2p 2p 
अर्थात्‌, pe «Εν 995 >> p? asr 45 , 


जो कि सत्य है; क्योंकि pe- 992 < 2-02. 
अतः साध्य प्रमाणित हो जाता ἒι 
(४४) सिद्ध करो कि 
αἲ (α-ὖ) (८-०) + δ᾽ (9-०) (b-a) + & (०-०) (०-०) >0- 
क्योंकि असमता a, b, ο में सममित हैं, हम कल्पना कर सकते हैं कि a>b> ८ 


असमता ८ > b से प्राप्त होता है 
a—c > b-c , 
और a? (८-०) > b (6-०) - 


इन असमताओं के संगत पक्षों को गुणा करने पर प्राप्त होता है 
a (a—b) (α-- ο) > δὲ (८-०). (9-०) , 


अथवा aœ (a—b) (८-८) + ” (9-०) (b-a) > 0. (1). 
पुनः, क्योंकि ८ > > c तथा ८-८ और ८-० दोनों: ऋण हे, 
,. ० (०-०७) .(८-०)> 0 .-- (2) 


असमतायें (1) और (2) को जोड़ने पर प्राप्त.होता है 
०१(७-४) (०-०) + ४१ (४-०) (b-a) H ॐ (०-७) (०-०) >0. 
(iv) यदि w घन पूर्ण संख्या हो; तो दिखाओ: कि 
(m! )2>%१ . εἰ [लखनऊ, 1953]: 
स्पष्टतया, जव 1 < r < n, तो 4 ' 
m— १ > (m —r)/r, 
अर्थातू, r(an=r E ISMN HENS a 3५० πα) 
समता (1) में उत्तरोत्तर” = 2, 3, 4, . . , (५-1) रखने पर प्राप्त होता. है 
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2(π-- 1) >n, 
3(- 2) > w 
4(m—3) > १५ 


(n-2)3 > m. 
(n—1)23 > mn. 
इन असमताओं के संगत पक्षों को गुणा करने पर प्राप्त होता Š 
[23.4 ..... (%- 1) )१ > १८१००, 
अर्थात्‌, {(2-1)!} > m=, 
अर्थात्‌, (२! )> >m. 


` 


प्रश्‍नावली 


यदि α और ० धन हों. तो सिद्ध करो कि 
1. 6४ - 253 > 3405, 
2. ab -- ab? < ०४ + bi. 
3. यदि 2 > a, दिखाओ कि 
23 -+ Saiz > Sax? -p 4α8. 
4. सिद्ध करो कि 
2(ab + 1) > (७--1) (6--1), जब fa > 1, 8 > 11 
5. यदि 2 कोई वास्तविक संख्या हो तो 2१ + 1 और 22 + » में से कौन 
बड़ा ἃ ? 
6. 2 के किस मान के लिए 
2३ -- 25 z > 82-26 ? 
7. » का वह महत्तम मान ज्ञात करो जिसके लिए 
62० -+10 > 23 + 132. 
8. सिद्ध करो कि 


७3 -+ ८४ ८४ a a + b3 
ὑπο, αρα कयता Τα 
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9. यदि n एक धन पूर्ण संख्या है और 2 < 1, तो दिखाओ कि 
— xt = [ 
ऱ्य T SE s इलाहाबाद, 1960] 
10. सिद्ध करो कि 
(५४ -- ४४) (αὔ + ४४) < 2(»* 1-95). 
11. यदि z η, तो दिखाओ कि 


2x gy > αὐ yx, 


= 


z + 
और लघ्‌ --» लघ 
“ἘΝῚ ॥ ΠΕ 


12. यदि 2 धन ἃ तो दिखाओ कि 


लघु (1-2) < »और > 2/(1+2). 
13. दिखाओ कि 


8 





< 


t कि का: 1 [ 
लघु « (1 Γη) < 1+7t3 t - - “क्र: इलाहाबाद, 1949] 
14. यदि % > π. सिद्ध करो कि 


1 1 
μα. -- लघ (1 n 
n लघ (1 -- ८०) < N (1+ an) 


15. दिखाओ कि निम्नलिखित व्यंजक धन हैं: 

(i) (८-४) (α-- ο) + (१-०) (6-4) + (०-०) (०-०). 

(ii) α(α-- ०) (८-८) +b (b-c) (०-८) --८(८-८) (८-०). 

4:3. समांतर और गणोत्तर माध्य : प्रारम्भिक बीजगणित में समांतर एवं 
'गणोत्तर माध्य की परिभाषा का ज्ञान कराया जा चूका है। अब हम इनसे संबंधित 
दो महत्वपूर्ण प्रमेय की समीक्षा करेंगे। यह प्रमेय असमता के अध्ययन में बहुत ST- 
योगी हैं। 


प्रमेय 1 : दो वास्तविक धन असमान संख्याओं का समांतर माध्य उनके 
गुणोत्तर माध्य से बडा होता है | 
कल्पना करो कि 2 और y दो असमान वास्तविक संख्या हैं; तो" 
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(= -γ)ττο, 
अथवा ४९ - 20 + ४ > 0, 
अथवा ay > 22५. 
2 ओर y? के स्थान पर ८ और b रखने पर हम देखते हैं कि ८ और b 
जब वास्तविक. धन और असमान हैं, तो 
z(a +b) > /(ab). 
प्रमेय 2: » वास्तविक धन संख्याओं का जो कि सब एक दूसरे के समान 
नहीं हैं, समांतर माध्य गुणोत्तर माध्य से बड़ा होता Ë । 
इस प्रमेय के प्रमाण के लिए दो निम्नलिखित स्थितियों पर विचार करना 
आवश्यक है : 
स्थिति 1: » = 2k और # पूर्ण संख्या δι 
कल्पना करो कि n संख्याएँ αι, ०५,०३ ,- - - an Š तो प्रमेय 1 से 


αι + ας १2 
ο. 





f ays + a 5 
और 43. ५५ <. ( = ) ; 
αι Fa, ५2 / 4३ +a, १2 
अतः a, 6५ Gs ५५ < ( — ) ( ---- ) ; 
परंतु प्रमेय 1 से- 


( αν Fts ) (गावक) < Πες s E ea EE ज ०2)/2 (5. ΞΕ η 3 ह 


εξ (= aa Lat ta tte αφ + αν )- 


अतः 
Fa dr घळ +a TY C 
Gay asam < ( 1 2 - £ == *) : 

i axi 


अतएव प्रमेय 1 == 2 के लिए सत्य δι 


असमता 61 


उपरोक्त विधि. की. ७-2 वारं पुनरावृत्ति करं दिखाया' जा सकता है कि 
ο सट: | [ αι + ax Hag + -:- + e y. 


a, १2 Gg --- -ln < 


जवकि» = 2k. 
` अतः प्रमेय # के समस्त पूर्ण सांख्यिक मान के लिए सत्य है। 

स्थिति 2 : जब %  2* औरं k qina स्थिति की भाँति पूर्ण संख्या δι 
अब इस प्रकार की पुर्ण संख्या r लो कि η -- + = 98. तथा संख्याओं 


dn AA, ANTENA 


जिसमें a). ८५: ०३: - - dn. का समान्तेर माध्यमोन 4,7 बार आता 

करो। इन संख्याओं पर स्थिति 1 के फल का अनुप्रयोग करने पर प्राप्त होता है कि 
Ear 

απ Ar) nt 


है, पर विचार 


αι +a, +as+-...--aa-+- r 
—sr ns > (aj. ०2. as 
nr 
परंतु, क्योंकि 
αι + a, + αν + 
वाम पक्ष व्यंजक 4 के वरावर है 1 अतएव 


. F an = nA, 


Απ“ > a) aa ag- -an Ar 
अथवा An > αι 42 ०३ an, 
अथवा αἱ ag üg - -an < ( RS J ` 
स्थिति 1 और 2 से स्पष्ट Š कि » के प्रत्येक मान के.लिए 
अर्थात्‌. αι Fda ας ताय SS μις ο αμα daj ijn 


टिप्पणी । यदि प्रमेय (2) में सव संख्याएं एक दूसरे के बराबर हों, तो उपरोक्त 


फल असमता से समता में रूपांतरित हो -जाता है. अर्थात 
संख्याओं का समांतर माध्य = गुणोत्तर माध्य। 
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4.31. महत्वपुर्ण निष्कर्ष : कल्पना करो कि 2, 9, ८, -- .-. W, » धन चर. 
और ८ एक अचर राशि है; तो अनुच्छेद 4:3 के प्रमेय 2 से निम्नलिखित दो महत्वपूर्ण 
निष्कर्ष का निगमन किया जा सकता है: 


(i) यदि α--ν-ε--.."-Γ-ω--ο, तो ανα... का मान महत्तम 


होगा, जव कि ५3४४. - . =७=०९/०, और यह महत्तम मान = (cjn)? । 
(४) यदि 2४2 . - .००--०, तो ४--४--४-- « - Hw का .मान लघुतम 
होगा जव कि 23४४. ..—w 55०४७ , ओर यह लघुतम मान =॥०५१ | 


4:32. पुनरावृत्त गुणनखंड : ब्यृंज ० bn cp ... का महत्तम मान ज्ञात करना 
जब कि ०-४-०---अचर हे AR mn p... ज्ञात घन TQ संख्या है! 
क्योंकि m,n, p, -- - अचर हैं, am bn ८? का मान महत्तम होगा जब कि 


८१० /०२० Γον 
a) (=) (5) γος. ; (1) 
का मान महत्तम है। इसमें m गुणनखंड afm के वराबर हैं, n गुणनखंड bn के 
बरावर हैं, p गुगनअ्ंड c/p के बरावर हूँ, इत्यादि 21 इन गुणनखंड का योगफल 
=m(ajm) + n (bja) +2(°/p)+ ......... ' 
=a--b--c+ ..., 
जो कि अचर δι अतएव (1) महत्तम होगा जब कि सब गुणनखंड एक दुसरे 
के वरावर होंगे, अर्थात, जव कि 
a b ce | ८--०--८--. . . 
m १2 p `` mntap. - 
इस प्रकार am bn ८? ...का महत्तम मान 
h Ce τα tnantpt... 
गत क :.. (Htt ETAU ἒι 
mrp... 
4:33. महत्तम एवं लघुतम / YÖNT अनुच्छेद का प्रयोग महत्तम एवं लघुतम 
के प्रनों में किया जा सकता है। परन्तु द्विघात फलन और कुछ अन्य स्थितियोंमे 
भी निर्दिष्ट फलन को एक अचर और एक चर के वर्ग के योगफल के रूप में अभि- 
μπας करना अधिक सुविधा जनक रहता δι 


असमता 63 
उदाहरण : (i) सिद्ध करो कि 
459 -[- 92८-[- ८१६ > 3 abc. [वाराणसी, 1955] 
अनुच्छेद 43 से 


ab 02८ --ἷ- ८३ 1 
Diii. > (८35923 ) = 


अथवा a2b-F b2c—4-c2a >3 αὖ c. 
(४) यादे a, ०, c धन और असमान हॉ, तो दिखाओ कि 


96 οα 


b 
gre F σα + = 2 < ἃ (4--०--०). 





अनुच्छेद 43से 
bte > 22ο, 
अथवा , (b+c)? > 48० , 
κ 9० 1 
अर्थात्‌, Po च्य (b+c). (1) 
ΕΕΣ ad ca 1 
इसी भाँति στ ss GE (2) 
a ab 1 
आर व्य κι (a+b). (3) 


अतः (1), (2) और (3) को जोड़ने पर प्राप्त होता है 
bc ca, ab 1 
ए, nF जका «Ὁ (α-|-ὔ-]-ο) . . 
(ii) यदि «»1 और n एक धन पूर्ण संख्या हो, तो सिद्ध करो कि 


== 1 > παῖ ja : 
2-1 
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क्योंकि 
I-Fea... zon! 


1 
ज > ( læs? . . arn Υπ, 
.अतएव 


xai — 1 ΑΛ] (3-1 /5 
> nr 
ᾱ--1 


(iv) व्यंजक ४४-10» -- 27 का लघुतम और 16α- 13 --4οἳ का 
महत्तम मान,ज्ञात. करो। : i 


व्यंजंक 2? - 102 + 27 = (x-5)? +2. 





अतएव यह लघुतम होगा जव कि = = 5 और इसका लघुतम मान 2 होगा। 

इसी भाँति 162- 18 - 4८४ = 3- (20--4)3, जो कि महत्तम होगा 

जव कि ऋण भाग शून्य है, अर्थात, जव z = 2. ; और इसका महत्तम मान 3 Š! 

(v) व्यंजक 2 १ का महत्तम मान ज्ञात करो जब कि 3० -- 2४ = 1! 

; [आगरा, 1957] 

व्यजक αγ! महत्तम है जव कि (2) ($४) महत्तम है। परंतु इस 
-गुणनफल में गुणनखंडों का योगफल 


= 2.82 -H 3.37, 
= 3९ + 2y = 1, 
जो कि अचर है। 


` अतः ६4. 31 से, (32/2)2 (2४/3) महत्तम है जब कि इसके गुणनखंड 
समान हैं, अर्थात, जब कि 
ὃν 2y: Fy 1 


το SE i 


अतएव 22 y? का महत्तम मांन 


2 y ( 3-१3 3. 
Es [πε 10/ रजि 6250 ` 
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(νι) दिखाओ कि 
८८४--१०--2१ \x+y+2 ; 
(ΞΕ > xx yy =. 
जब कि v= y = 2 नहीं हैं । [इलाहाबाद, 1948] 


कल्पना करो कि ५, ४, 2 असमान धन पूर्ण संख्या ë | अव यदि 2 गुणनखंड लें 
जिसमें से प्रत्येक » के वरावर हो, y गुणनखंड लें जिसमें से प्रत्येक y के बराबर हो 
भर z गुणनखंड लें जिसमें प्रत्येक 2 के बराबर हो, तो § 5.32 से 
v.w + yy 2.2 कि 
Fy 2 (008) s a 


x-y? ~) x+y +z 


अर्थात, Tr 
xyz 


> ryz. 
यदि ο, ४, 2 भिन्नात्मक हैं, तो कल्पना करो कि यह क्रमशः ajd, bjd, ५८ 
हैं, जिसमें a, b, ο, ८ घन पूर्ण संख्या हैं। अब हमको सिद्ध करना है कि 
ο (a) वण ००० ०0७०५०० 
tale) + (Sa) + (ef) | > a) EN i) 
Í _a be q atbte aye (z) ८१९ 
MFT > (८ ) d (2) , 
z abc? \atbte 
E) 


जो कि सिद्ध किया जा चुका ὃ | 





> ६८० ७० ος 


b 


अतः साध्य प्रमाणित हो जाता Š | 


प्रश्नाव ली 


सिद्ध करो: 
1. ०१८९ + ८१४१ -F ab? > abe (a +b + ο). [पंजाब, 1949] 
2. Gabe < bc (b + ο) + ca (c + a) + ab (a + b). 
3. cd (a + b)? < (ad + bc) (ac + ba). 
4 
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4. (a| + ὁ + ο) (bc + σα -+ ab) > 9८७८ . | 
[कलकत्ता आ०, 1955) 
(aje + b/f + cla) (ε/α + ffb + υῄε) > 9. 


6. 1023 + 5४2 + 1322 > 3 (xy + 4yz + Όσα). 
[5ο fro सी० एस०, 1968] 


σι 


-ι 


. दिखाओ कि किसो धन संख्या ओर उसके व्युत्क्रम का योगफल 2 से कम 
नहीं होता है। 
8. faarii कि 
681/०५ + a,las + as ja, +` `" + an Jaa + anja, > n. 
[उत्कल, 1947] 
9. यदि = + y -Fz = 1, तो दिखाओ कि 
(1-४) (1-9) (1-2) > 8 2४. [विक्रम, 1959] 
10. यदि 12 pm pn? = 1 और 702 -- m? n=l, 
तो दिखाओ कि 
W- mm' nnr < 1. [आगरा, 1961) 


11. दिल्लाओ कि 


की + b+ ० > bc + σα -- ab. 
अतएव निगमन करो क्ति 


a bo > 3 abc. [नागपुर, 1934] 
सिद्ध करो: 
12. m > 1.3. 8. ... (2-1). [आगरा, 1955] 
13. 2. 4. 6. ον (९-1) १. [कशमीर, 1954] 
14. यदि n एक धन पूर्ण संख्या है, तो दिखाओ कि 
2० > 1 -L w ym. [गोरखपुर, 1962] 


15. यदि », ४, 2 परिमेय तथा 2>५>2>0, तो दिखाओ कि 
αὐ ys 2S < 1. [आई० सी० एस०, 1945] 
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16. सिद्ध करो कि 


[९ -+511] ० (०+ 2 )2 


{5 < 223832444....... nn, [मद्रास, 1938] 


17. व्यंजक (8-2) (x+ 6)¦ का महत्तम मान ज्ञात करो जब कि 
2 का मान -6 और 8 के मध्य δι [अनामलाई, 1950] 
18. यदि 2७ -+ ὄν = 3, ता .४१५! का महत्तम मान ज्ञात करो। 
19. व्यजक 32-49 का लघुत्तम मान ज्ञात करो, जव कि ८४४०-२6 | 
[कलकत्ता आ०, 1950] 


20. (४५-०८) (४--०)/(४-०) का लघुत्तम मान ज्ञात करो | 


4-4. m बे घातांक का समांतर माध्य : यादे a आर b कोई दो धन, 
असमान संख्याए' तथा m कोई ο और 1 से भिन्न परिमेय संख्या हो, तो, » के 


0 और 1 के मध्य होने व न होने के अनुसार , 
an -- bm > κ j: 
न्य 


2 < 


यहाँ 





an = 


pp 5 
= (Pe 
= 55 ο n {5 


द्विपद--प्रमेय से विस्तार करने पर | 


( τα. 3 m 





यह विस्तार तके संगत है, क्योंकि ८-० > a4 । 
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sm 


m (m — 1) (m — 2) (= ρει τω. } š 


ab 
अतएव 
= = Ce ος [etu ° Ei 
० (rr | 


अव निम्नलिखित तीन स्थितियाँ प्रत्यक्ष ë :-- 


स्थिति 1 : यदि % < 0, अर्थात, जव m ऋण ἃ, तो दक्षिण पक्ष व्यंजक 
के सब पद धन हैं। अतएव 


ο ο [31:88 





9 2 


“ 


स्थिति 2 : यदि m का मान 0 और 1 के मध्य है, तो दक्षिण पक्ष में प्रथम | 
के अतिरित शेष पद ऋण हैं। अतएव 


am ος bm 2 ( -- b y 





स्थिति 3 : यदि m > 1, तो कल्पना करो कि m = 1/8 और » < 11 
तब यदि 4 और B कोई दो घन संख्याएं हों, तो (४) से प्राप्त होता है 
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अथवा 5 


A+ B >(=) ijn 
अब 4 = ८११, B = bm प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 


am — bm > = snape ण 


अर्थात्‌ , E NEDA ar ος > ü t J) è 


-_ 


अतः MTT प्रमाणित हो जाता है। 


टिप्पणी : जव m = 0 अथवा 1, तो असमता समता में रूपांतरित हो जाती 


δι 


4:41, m वें घातांक के समांतर मध्यमान की ब्यापक स्थिति: यदि ०, ας, - -Gn, 
» घन संख्यायें हों, जो कि सब एक दूसरे के समान नहीं हैं, तथा m कोई ο 
आर 1 से भिन्न परिमेय संख्या हो, तो, » के ० और 1 के मध्य होने व न होने 
के अनुसार 


aatas - ο. see प्रण = ( αι — यी Τ 


सर्वे प्रथम कल्पना करो कि m का मान 0 ओर 1 के मध्य नहीं है; तो 8 43 
के प्रमेय 2 को भाँति दो स्थितियाँ उत्पन्न होती हैं। 


स्थिति 1 : जब η = 2* और k पुणं संख्या है, तो Š 4.4 के प्रमेय से 
mq, τα αι +a τα 
αι ण य 2 >> ( 1 5 2 ) 


और = res > ( ο. |. ; 
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अतः 1“ ἜΓαοι ag” "ας" ο 432 aa m 


a 
(०२० )+ (१) 
{ (०1 + ५५ )/2 ४० 99 //7 F (es T ο]. (as + a4)/2 y 


V 


हक ( αγ +a, + as + αι ) m ς 


अतएव प्रमेय L = 2 के लिए सत्य Σι 
उपरोक्त विधि को ४-2 वार पुनरावृत्ति कर दिखाया जा सकता है कि 
αι. + α ρα + — dn ( σι -- lo -+ ... -- an y 
Pies हळ πι NA 


n 7 


शासक. लत ὅσα μμ 


जब कि» = 9k | | 
अतः प्रमेय ८ के समस्त पूर्ण सांख्यिक मान के लिए सत्य है। | 


स्थिति 2 : जव n > 2k और 7 पुर्वगत स्थिति की भाँति पूर्ण संख्या है, तो 
इस प्रकार को एक पूर्ण संख्या r लो कि ५ - r = 2k, और तत्पश्चात संख्याओं 


m 
aym, a sm, 68०, . ~. aÍ m, Am ἀπ... AM, 


पर विचार करो। इनमें 4 सदैव की भाँति 61, ०५, .- -, Gn का समांतर माध्य 
है और Am की r वार पुनरावृत्ति की गई है। 
स्थिति 1 के फल के अनुप्रयोग से प्राप्त होता है 
जा टस aP + am ram 
n-+r 
[αι Έα, + απ SrA Ρ 
nr 


| 
| 
x 


= An. 
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अतः r tant ana n 

ha १८ +r > n कट 

अर्थात 612 “7 a m Tol oe εαν नी an™ > ( αι das + -- αυ ye : 
i n n 


उपरोक्त विधि से यह भी दिखला सकते हैं कि जव m का मान 0 और 
1 के मध्य होता है, तो 


ळा डॉ. कळ कॉ. eS EE κ... J: 
n 


n 





4:42. महत्वपूर्ण निष्कर्ष : कल्पना करो कि :,४,2 - - ., १७ 2 धन चर, ο 
एक अचर और # कोई 0 तथा 1 से भिन्न परिमेय संख्या है; तो 4.41 के प्रमेय 
से निम्नलिखित दो ππεπητὶ निष्कर्ष का निगमन किया जा सकता है: 


(i) यदि 2-५-2. - - -- το =c, तो, m के 0 और 1 के मध्य होने 
व न होने के अनुसार, am m --. . .य- ७० का मान लघुतम अथवा महत्तम Š 
जव कि 


४२3४४ ... 3१०3०९७ , 
और यह मान %(८/%)० δι 
(ii) यदि am pym pmt... -- ९४०-- ο, तो, # के 0 और 1 के 


मध्य होने व होने के अनुसार, z + ४--४-+- - - - +- %. का सान्‌ महत्तम अथवा 
लघुतम होगा जब कि 


t =J = z = .. « = WU = ( cjn) am ; 
और यह मान n( cjn ) पण है। 


4-43. पुनरावृत्त गुणनखंड : यदि 41, αρ, Ags - -- απ. » घन राशियां हों 
जो कि सब एक दूसरे के समान नहीं हैं; κι, kar - -- , Ru, » घन परिमेय संख्या; 
और m कोई 0 तथा 1 से भिन्न परिमेय संख्या है, तो m के 0 और 1 के मध्य 
न होने व होने के अनुसार 
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δν 610 kya 90 T Esa m... + a “sds... kn anm an™ 
kı + ka + ks -|- ... + Za 


=< ( kı αι + ka 62 + kg. tg. -H νο + kn απ ; 
η, 3 


यह प्रमेय ὃ 44 की भाँति सिद्ध किया जा सकता δι 
4°44. उदाहरण : (i) यदि οι: + ४४0 +: - - पी ०, तो दिखाओ कि 


na > (z, +z, +... πα)" > a. 
[ इलाहावाद. 1949 J 
अनुच्छेद 4:41 से 


४10 + 203 H... + za 21 + ta H... + r) 
1 2 L > { 1 9 ——— पिच } Ρ 


अथवा n ( z,2 H ९७१ + ... + xn) > ( 91 Fay... + »०)*, 


अथवा na> (z, + =, +... F σα)’, 
पुन: 
(αι Fos... + za)° > ४1? -- ४५१ --.. E =a. 
अतः i 
πα > (z, +“, +... +“)? > a. 
(म) यदि » -- ४ -- ४ +- 1 ” दिखाओ {5 1/z + 1// + 1/ का 
लघुत्तम मान οὔ | [ विक्रम, 1959 ] 
अनुच्छेद 4-41 से 
EY जा टर CONSE ING: 
ΠΕΣ 
अथवा 


Ἶς τη 1 ΠΕ 
= + 7 + = > 9, क्योंकि 2 न-५४--2 =11ı 


जव ५ 7२४ == z , तो असमता समता में रूपांतरित हो जाती है। 


ο ο μον μπαμ WD a 


असमता 45 


TM 
अतः = Ta + ठु का लघुतम मान 9 हू । 


प्रश्‍शनावलो 


सिद्ध करोः 
1. 8 (५४ +) (2 + ५१) > (z + υ)ύ. 
2. 16 (αἳ + bs + ० + ds) > (a + b ted). 
3. π (w— 1)š <8 (15 + 23 1-55 1. ... 229) . 
[ वाराणसी, 1950 ] 
3 3 3 3 
Tara +T da τα 6 -- ७ -- ९ ह abe 
ETELE, 
abe 
[ आई० सी० qao, 1938 ] 
5. यदि a, b, ο हरात्मक श्रेणी में हैं और w > 1, तो दिखाओ कि 
an -- cn — 20०, 
[ लखनऊ, 1958], 
6. यदि ८, b, ο असमान हैं, तो सिद्ध करो कि 





° pe EEE 
a+  8-- T ooge ताळ 


[राजस्थान, 1958] 
7. यदि a, ०, ο वास्तविक संख्या हैं, तो दिखाओ कि 
(७--८-८)१-- (०--०- 9)? + (०+-०- c)? »००--५४--५०. 


8. यदि n धन असमान संख्या 61 ,०५, - - - αι के योगफल को s से सूचित 
किया जाये तथा (७-७, ), (8-०५). -- - (3-०) धन हों, तो सिद्ध करो कि 
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s 8 n? 


ह तप नर 


2-4] 3-6 9 S— an η -- 1 


[ जबलपुर, 1962 ] 











सिद्ध करो कि 
०१-]- c? c2-L as व९--०९१ 
3 b Ea Me Mb, whoo 


[ लखनऊ, 1955 ] 


We , αγά , ळक 
πο ο ας OFS κο, 
त्व नळ नग शिरे. ας 


[ आन्त्र, 1960 ] 


11. यदि ८, ७, ८ असमान धन पूर्ण राशि हैं, तो दिखाओ कि 





` fa? -L b2. 9 + 
ς b +e ) atb+te C apas EEN aFb+e 
α--ὖ-]-ο 3 ° 


[ विहार, 1962] 


4:5. विविध विधियाँ : अव हम उदाहरण द्वारा कुछ विधियों की व्याख्य' करेंगे 
जिनका उपयोग पूर्वगत अनुच्छेदों में नहीं किया गया ξι 


4-51. उदाहरण : (1) यदि a, D, ८परिमाण के अनुसार अवरोही क्रम 
में हैं, तों दिखाओ कि 


कन 








[ राजस्थान, 1959 ] 


हमको सिद्ध करना है कि 
(Ey ο i) 


6-८ b-c 


असमता' 75 


अथवा a लघ, ( आल ) < ४ लघ्‌, ( =a = Τ᾽ (1) 


परंतु (1) का वाम पक्षीय व्यंजक 


= a लघु (य), 











= ८ लघ्‌ : ο ` 
— 2a ( cja  eJ(3a3) --००/(5०%) + ---), 
= १५ 1+ sa य πα Ἔ ) (2) 


इसी प्रकार, (1) का दक्षिण पक्ष व्यंजक 
δ οἱ 
=2c { 1 — --- न ) ; 3 
( προ πε Γ (3) 
परंतु ७>०>८ और इस कारण cja < ०/४ । अतः ( 2 ) का प्रत्येक 
qa (3) के संगत पद से कम है। 
अतएव सम्बंध (1) सत्य है। अतः साध्य प्रमाणित हो जाता है। 


(17 ) सिद्ध करो कि 
(1-2) 105 (1-2) ११७ <1, जब εως], 
AR अतएव निगमन करो कि 
abba < {4 (a+b) १.७७ , 
[ नागपुर, 1954] 
कल्पना करो कि P= (1-४) = (1-८) += ; तो 
लघु ?= (1-2) लघु (1-2) (1-2) लघु (1-2), 
={लघु (1-०) लघु (1-2) ) 
— {लघु (1 +=) — लघु (1 =) } 
{३२+ jatar ना 580 
- 2 | ७-- जैकी न Y ४७ τν. 1 


τς 
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जो कि ऋण है । अतः 
P= (1--z)1”z (1-2) 1ης <1. 
इसमें ४--(० -०)/(०--०) प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता हैं 


26 N 2b/(a+b) 20 9 ०/( atb) 
Ce <1 
(ळी. Cr 





अथवा... (51७9) (F) <1, 
अर्थात्‌ , ab ba < (y 


(iii) यदि ०० और » धन हैं और a 2 b, तो 


(1+ τ) > (1 +5). 


अतएव दिखाओ कि (1--1/9)" का मान ओर 2718 के मध्य है, 


जबकि > 11 


कल्पना करो कि ८ ओर 0 पूर्ण संख्या हैं; तो द्विपद विस्तार से 


ο u 
= - 2) x 
as रय 2L το 


πι τις लड ( i= š) 


(1 = τ) (1 Ξ z) = ην. (u 


और इसी भाँति 
(1 +5) = 1 -|-ᾱ-|- (1 s= τ) z 
Q (1-३ 5: 35० (2) 


E 181 


| 
| 
x 


असमता 77 


क्योंकि a> b, (1) के विस्तार में पद-संख्या (2) के विस्तार की पद संख्या 
से अधिक है। पुनः (1) का प्रत्येक पद (2) के संगत पद से बड़ा है। अतः 


४९ ο 1 z Nt 
(+5) > (+४) 
यदि ८ और? भिन्न हैं, तो हम लिख सकते हैं 


a = 7/4 और? = ५/१, 
जिसमें कि p, q और d धन पूणं संख्या हैं। अब हमको सिद्ध करना है कि 


(1 y A ( नि 
अथवा (1 a =) > (1 τ =)". 


यह (1) से सत्य है क्योंकि p>q1 


अत: 
ο 


जब कि a, b और » धन हैं और ab 
इसमें z—1, a=n और b=1 प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 


1९० 
(1 जन ο > 3 
पुनः ४-1, b=" रखकर और a को अनंत की ओर प्रवृत करने पर प्राप्त 
होता है 
सीमा (1 + l/a)a > (1--1/»)० , 


G— co 
अथवा 2718 ... > (1--1/७)”? , 
क्योंकि सीमा (1 -- 1/८) =९=2.718 ....... 
a= co 
अतएव (1 --1//)० का मान 2 और 2.718 के मध्य δι 
(νι) यदि 1 से कम » धन संख्याओं αι, ०३, ०४, - - , an के योगफ़ल 


को sa (<1) से सूचित किया जाये, तो दिखाओ कि 


78 


बीजगणित 





+ 1 
1-% < (1-61) (1-०५) (1—as) ,-- (1-०७) < 1-8.” 
1 
पुन < (1-Fa, ) (Las) (1 γαρ) -.. (1 γαι) <q: 
[लखनऊ, 1954] 
यहाँ 
(1-०1) (1-02) 1 - (αι +42) +0: ७४ 
> 1 - (61-४५ ) ; 
(1-61) (1-5५) (l-as) > (1- (αι --αο)} (1 -αρ) ; 
> 1- (αι--αρ--αφ), (1) से ; 
(1-०३)(1 - 22)(1 —ag)(l - ५५) > (1- (aya das) (1-६) 
> 1- (αι--ας--αφ--α κ), (1) से; 
इसी प्रकार को कृति से, जव तक कि वामपक्ष में # गुणनखंड हो जायें, प्राप्त 


होता है 


[1-α.) (1--αι) 01.) -.. (1--ο5) 
>1- (α1ἠ-άρ-Ἴ-αᾳ :.. ας) ? 


= 1 — Sp: 


"a 
ο 


इसो भाँति यह दिलाया जा सकता हैं कि 
(1-Γαι) (11-α0) (1- αφ) ... (1an) > lsn. 


पुनः, क्योंकि (1-०) < 15, 


(l-an) < z : 
Tam 
इसमें m=l, 2, 3, ....] , » रखने पर प्राप्त होता है 
1 
l-a; < EPA ; 
1 





` 


1-७५ < Έτ 


असमता 79 


1 
1-० < 
1 1 
Xn l-an 


अतः गुणा करने पर्‌, 
(1-०, ) (1-०५) (1.०8) --- (1-an) 


1 
SOF) (lar) (Fas) -.- (Fon) ° 


1 धर 
<a / (3) πι (4) 
इसो भांति यह दिखाया जा सकता है कि 


(1Fe,) (11-००) (1- αφ) ... (Lan) 


1 
SCF) (Fas) (Fas) Can) © 
«πα ` ©) (5) 


परिणाम (2) और (4), तथा (3) ओर (5) को संयुक्त करने पर वांछित 
परिणाम प्राप्त हो जाते हैं। 


इस उदाहरण πὶ असमताएं वायस्ट्रास-असमताएं” कहलाती Š | 


विविध प्रश्नावली 
1. दिवाओ कि (142) (1-05) (12) > (1-Fzyz)3. 


[इलाहाबाद, 1943] 
2. दिखाओ कि 


( ατα | τα) n < ( φα-|-γα) m, 
जव कि m > nl [लखनऊ, 1952] 
3. यदि किसी त्रिभुज की भुजाओं को ८, b, c से सूचित किया जाये, तो 
दिखाओ कि 
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( ) ७४(७-४) (»-τ)!-δ3(α--τ) (α-ρ)-ἠ-ο’(»--ρ) (४-५) 309, 
जव कि », ५, » वास्तविक संख्या हैं। 

(ii) ०२५२ + ὅσα + ८४४४ धन नहीं हो सकता यदि ८ --४ -[-४--0. 

4. (π|}3.ς οἱ (%- r)!. 


Sb TIED TL (2-1)! > (n!)a 


[लखनऊ, 1962] 
6. यदि चार असमान धन संख्याओं a, b, ο, d का योगफल + है. तो 
दिखाओ कि 
(s-a) (७-४) (5--.ε) (5-- d) > 8labcd. 
[राजस्थान, 1949] 
7. यदि 2, ४,2 धन और असमान हैं तो दिखाओ कि 
(i) (αγγ) > 27 (४+-४- z) (α-μα-- y) (२-4-2). 
[सागर, 1955] 
(i) zyz > (४2-४८) (2-५ -४) (x+y - 2). 
[नागपुर, 1955 
8. दिखाओ कि 
/ MEI 4n — 1 115 
πον = τ“ [3/(४#७+- ») I 


[राजस्थान, 1950] 


οι S 


9. सिद्ध करो कि 
(15 -|- 25 3... Ha) > a (al) 
[पंजाब, 1951] 
10. (7-2)¦ (2 + α)δ का महत्तम मान ज्ञात करो जब कि z का मान 
7 और - 2 के मध्य δι र 

[कशमीर, 1958] 

11. यदि&का मान -$ और 7 के मध्य है. तो 

(7 — ο): (४+-5)* 

का महत्तम मान ज्ञात करो। ,  [त्रावणकोर, 1942] 


असमत्ता ' ` 81 


12. व्यंजक 


(2-५) (3-४) (45 + ४) 
का महत्तम मान ज्ञात करो, जब कि 0<2<2 और ?<५<3 । 


[झाँन्त्र. 1942] 
13. यदि ७०१ -p ४१५१ = ०१, तो दिखाओ कि ५४ का महत्तम मान 
Jay (2 ab) 
δι [अनामलाई, 1946] 


14. व्यंजक 2४34 का महत्तम मान ज्ञात करो जब कि z--y--z= 181 
[आगरा, 1942] 
15. यदि 2,४, 2 कोई तीन धन राशियाँ हैं, तो दिखाओ कि 


(»--४४-+-» ) (> = >) : [लखनऊ, 1958] 
16. दिखाओ कि 
ιτ as bs cs 


1 
a ΠΝ क हा ο abc 


[आगरा, 1952] 
17. यदि ८६, αρ, .., αι धन परिमेय संख्यायें हैं, जो कि सब एक दूसरे 
के बरावर नहीं हैं, तो दिखाओ कि 


+ ao + ८ए ४1122 7 « «Ἔα 
αι +a, + -F an ) 


81 a ५ 84 n 
αι Σας dss Q4“... Gn , 


ον क 
n 


18. (a + “1-० + d) (αἱ +E +- οἳ -- ὦ) 
> (८९ + ०2 + e+ ἄ)". 
[आगरा, 1944] 
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19. api koa > abad (ab +c +å). 
[कलकत्ता आ०. 1958] 


20. aza 87 -- ८7--० >abed (a + δ) -|-. ο + ds) . 
[त्रावणकोर, 1947] 








21. यदि & और y धन उचित भिन्न हैं और ο, तो सिद्ध करो कि 
1 1/x 
(3) > (59. erase 


22. यदि z<1, तो दिखाओ कि 
( 1 -- ८) ks ( 1.55 ४) "> 1 
आर अतएव निगमन करो कि 





abb > (= sl नळ . 


(राजस्थान, 1961] 
23. यदि ८ और b कोई दो घन परिमेय संख्यायें हैं, तो दिखाओ कि 


bN atb 
qabb > — ) > abba. [लखनऊ, 1956] 


24. दिखाओ कि 


1 1.3.5. ... (20-1) 1 
πη) < ७७: SJ 


[लखनऊ, 1957] 


25. यदि ७, ०५, ७8, ---, Gn इस प्रकार की धन संख्यायें हों कि 


αι Haa + -: +a < 1, 
तो सिद्ध करो कि 


1 1 1 
— + ---- «नी 2 m. [लखनऊ, 1953] 
an 


26. यदि & एक धन पूर्ण संख्या है, तो सिद्ध करो कि 


(5 + l)a > 35. πὶ . [लखनऊ, 1949] 
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27. यदि ०>०>0 और » एक धन पूर्ण संख्या है, तो सिद्ध करो कि 
७१-७० > π(α-- ४) (ab).  [आगरा, 1950] 


28. यदिळन्क्य--ठ्रसाईरसा--- + बौर०> 2, तो दिखाओ कि 


n(n 41) -- n «δις n— (x - 1)%"*7/(०-० . 


[उत्कल ,1947] 
29. यदि, b, ८, d, ..., p धन पूर्ण संख्यायें हैं, जिनका योगफल £ है, 
तो दिखाओ कि š 
alblcldl ... p! 
का लघुतम मान 


{αἱ p=: ( (q + 1)! F. 
है, जिसमें g भागफल और. शेष है, जब कि » को p से भाग करते हैं। 


[आगरा 1936]: 


30: यदि 60 Gare: an राशियों की %४० घातांकों का योगफल 5 है 
और P उन गुणनफलों का योगफल है जो. कि इन » राशियों में से m राशियाँ 
एक बार लेने पर प्राप्त होते हैं, तो दिखाओ कि 


(७-1) !& > (m - πο) !% [ 2. [लखनऊ पु०, 1949] 


-e-r 


porte epee 


क ए 


wassapamaqpinyanupawanananis 


a 


ο ο ο Se 


अध्याय 5 


सीमाये और उनका सान 


5.1. इस अव्याय में हम फलन को सीमा और उनके मान निकालने की विधियों 
की समीक्षा करेंगे 


कल्पना करो कि 2 चर और m अचर परिमित राशि है; तो 2 में पर्याप्त 

वृद्धि कर ५४४९१ का मान इच्छानुसार कम कर सकते हैं, अर्थात्‌ z में पर्याप्त वृद्धि 

कर 8/2 का मान इच्छानुसार शून्य के सन्निकट कर सकते हैं। इसको सामान्यतः 

यह कह कर अभिव्यक्त करते हैं कि mje की सीमा शून्य है जव कि 2 अनन्त की 
ओर प्रवृत्त होता है' तथा इस कथन को 


सीमा m _ 0 
So कटे... 


से निरूपित करते हैं। 

पुनः ॐ के घटने से भिन्न mje बढ़ती है, और» में पर्याप्त घटती कर mfe 
का मान इच्छानुसार वढ़ाया जा सकता है; इस प्रकार जब 2 शून्य है, mja की 
कोई परिमित सीमा नहीं δι इसको सामान्यतः यह कह कर अभिव्यक्त करते हैं कि 
enja की सीमा अनन्त है जव कि z शून्य की ओर प्रवृत्त होता है” तथा इस कथन को 


सीमा m __ 
ᾱ--0 x? = 


से निरूपित करते हैं। 


5.2, सीमा की परिभाषा : विद्यार्थो को सीमा का अर्थ समझने में, जहाँ पर भी 
वह अव तक प्रयोग किया है, कोई कठनाई नहीं हुई होगी। परंतु उच्च गणित में 
“सीमा? शब्द के परिशुद्ध अर्थ का ज्ञान आवश्यक है। इस कारण अब हम सीमा की 
परिभाषा परिशुद्ध गणितीय भाषा में देंगे। 


सीमायें और उनका मान 
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(1) फलन f (2) की सीमा, जव कि z—a, 1 है, यदि, किसी भो, कितनी ही 
लघु धन संख्या € के दिए होने पर, हम इस प्रकार की एक (€ पर निर्भर) धन 


संख्या » ज्ञात कर सके कि असमता 
0 < |»४-०| < 7 


को संतुष्ट करने वाले » के समस्त मान के लिए 


IJ (z) -7| < e. 


इस कथन को 
सीमा 


tI 


से निरूपित करते हैं। 


` (2) फलन f (2) की सीमा, जब कि 2-2८, ο है, यदि, किसी भी कितनी 
ही वृहत संख्या N के दिए होने पर, हम इस प्रकार की एक ( पर निर्भर) धन 


संख्या १ ज्ञात कर सके कि असमता 
0<[४-०| < २ 


को संतुष्ट करने वाळे 2 के समस्त मान के लिए 


f (z) >N. 
इस कथन को 
सीमा 
अ (८) 


= 90 


से निरूपित करते हैं। 


(3) फलन f (2) की सीमा, जव कि ४-२० , 7 है, यदि, किसी भी कितनी 
ही लघु धन संख्या e के दिए होने पर हम इस प्रकार की एक ( e पर निर्भर) 


घन संख्या N ज्ञात कर सके कि असमता 
ο > N 
को संतुष्ट करने वाले z के समस्त मान के लिए 
If (४) -7 | < e€. 
इस कथन को 
sua f (x) = 1 


से निरूपित करते δι 
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5.21. महत्वपुर्ण निगमन : इस अनुच्छेद में हम श्रेणी के अभिसरण में उपयोगी 
दो महत्वपुर्ण निगमन की समीक्षा करेंगे। 


पुर्वंगत अनुच्छेद की परिभाषा (3) का अर्थ है कि यदि 


सीमा 


T— N 


f ( v ) =L, 


तो e के दिए होने पर, हम इस प्रकार का N ज्ञात कर सकते हैं कि असमता n> N 
को संतुष्ट करने वाले η के समस्त मान के लिए 
l-e < f (z) < 7-- e. 
इससे निम्नलिखित निगमन किया जा सकता है: 
कल्पना करो कि 


सोमा =?” 
z— co (ड) 37, 


त्तो 
(1) यदि < 1 तो e और N हस प्रकार से चुने जा सकते हैं कि असमता 
g > N 
को संतुष्ट करने वाले » के समस्त मान के लिए 
/ (०) <7--€ <l; 
(i) यदि > 1, e और Naa प्रकारचुने जा सकते हैं कि असमता 
2 > N को संतुष्ट करने वाले 2 के समस्त मान के लिए 
f (०) > 1— < > 1. 


5.3. सीमा पर मूल प्रमेय : अब हम सीमा पर कुछ मूल प्रमेय की विवेचना 
करेंगे। इनको स्वयं-तथ्य माना जा सकता है। यह अति महत्वपूर्ण हैं और इनका 
प्रयोग सीमा का मान निकालने में वारम्वार आता है। 


कल्पना करो कि 


सीमा 


सीमा f (2 ) Ξ4ν wb $ ( = ) =B 


T= 


. 
RR 
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तथा 4 और B परिमित हैं; तो 


(1) चीमा ( /(४)+$(०) } = 4 + B; 


(ii) ἘΣ { tf (z) } = k 4 , जिसमें £ अचर है, अर्थात्‌, 


2 पर निर्भर नहीं ë; 
i) ls { f (2). $ (») | = 4 B; 


(iv) सीमा | 


ra | 


f (α)/ϕ (2) } = AJB, सिवाय जव कि B= 0; 


(ν) ΤΙ 6 f (=) } =ç (A), शते यह ἃ कि $ (z) 
फलन & = 4 पर सतत है, a चाहे परिमित हो अथवा अपरिमित; 
(vi) सीमा f (z) < सीमा ¢ (2), यदि f (z) < ẹ (2) 


ρθρα > 


क्योंकि 2 के समस्त मान के लिए, जिन परदोनों सीमायें निर्भर हैं, f(z) << (८), 
विद्यार्थी स्वभावत्तः सोचने लगते हैं कि 


सीम सीमा 
a J (z) > ---5ᾱα ϕ (5) ; 


परंतु कभी कभी यह भी हो सकता है कि दोनों सीमार्ये के मान वरावर हों 
उदाहरणार्थ, यदि » धन हो, तो 


1 < 1--& 
परंतु सीमा „ __ सीमा i 
5 बळे त्र ᾱ--»0 αι. 


उपरोक्त प्रमेयों का, संख्या में दो से अधिक परंतु परिमित फलन के लिए भी 
विस्तार किया जा सकता है। जब फलन की संख्या अपरिमित होती है, उपरोक्त 
प्रमेय सत्य नहीं भी हो सकते हैं। उदाहरणार्थ, अपरिमित श्रेणी 


x x= x= 
ipe तक πω... «ο 


ΓΙ πι: σσ τι 


a 


w 
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के प्रत्येक पद को सीमा शून्य है जब कि z—0 ; परंतु इसका योगफल 1 है और 
अतएव योगफल की सीमा, जब z=—0, भी 1 δι 

उपरोक्त प्रमेयों को सिद्ध न कर उनकी सत्यता को हम मान लेंगे। इनके 
प्रमाण के लिए चलन-कलन की किसी पुस्तक का अध्ययन करना चाहिए। 


8 5.4. सोमा का मात ज्ञात करना : कल्पना करो कि {/(2)/% (2) } की 
सीमा का मान, जव कि 2-०८ ज्ञात करना ξι; 
यदि 2 =a रखने पर फलन /(2) अनिर्वारित नहीं हो जाता, तो /(») 
की सीमा को, फलन /(2) में ० = a प्रतिस्थापित कर ज्ञात कर सकते δι 
उदाहरण : ज्ञात करो 
सीमा (3-०) (z+ 5) 
232 (2--1)3 
क्योंकि ο = 2 रखने पर व्यंजक अनिर्धारित नहीं हो जाता हैं, अतएव 
सीमा (3-०) (z + 5) 
ᾱ--92 (z + 1)? 
(32) (2 + 5) 
( 2 + 1 )š , 
= 7/27 
यदि 2 = ७ रखने पर फलन f (2) अनिर्धारित हो जाता है, तो हम निर्दिष्ट 
फलन को निर्धारित बनाने का प्रयत्न करते हैं। इसकी कुछ विधियाँ निम्नलिखित हैं: 
(क) यदि /(2) और % (२) दो 2 के बीजीय फलन हों, जिनकी सीमार्ये ० 
हैं, जब noo , तो सर्व प्रथम हर और अंश को निम्न उदाहरण की भाँति » की 
उपयुक्त घातांक से भाग करते हैं और फिर सीमा {/, (»)//५ (०) ) ज्ञात करते हैं। 


उदाहरण : मान ज्ञात करो 
सीमा (2--») (3-2) 
४८८->% 4-7 αἲ 
हर और अंश को z2 से भाग करने पर उपरोक्त सीमा 
सीमा (2/२ + 1) (3/z—1) 
२०० (4/2? ) 
(1) (-1) 
(—7) 





i ्ं्स्यसाासासााायाययपय याशा 
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: (ख) यदि निर्दिष्ट फलन दो करणी का अनुपात हो, तो सीमा अधिक सरलता 
से ज्ञात की जा सकती है जब कि हर और अंश को किसी उपयुक्त अपरिमेय राशि 
से गुणा कर करणी का परिमेयकरण सम्भव हो। 


उदाहरण ; मान ज्ञात करो 


सीमा (२ + 36 ) -y (4α) 
α-ϑα. / (2४-0५) -,/(3a) ` 


- 


उपरोक्त भिन्न के हह और अंश को ¿(z + 3८) -γ(4α) 
के संयुग्मी / ( 2 + ३०) + / (4a) और y (35 +a) - / (३८) 
संयुग्मी ,/ (22 +a) +-/ (3८) से गुणा करने पर उपरोक्त सीमा 


सीमा (४ + δα) ¬ (4a) १/(2४५) --९/ (3०) 


Tama (50 a) (3a) ` Z (z -Γδα) +y (42) 
_ सीमा «-α  ,/(2४ +a) + (3a) 
Sasa See) `y(e +3०0) F(a) 

2 y (3a) 


`2 J (4a) * 


[लखनऊ, 1954] 











| 


| 


ç 9] 


ως 


(ग) कभी कभी निर्दिष्ट फलन की सीमा ज्ञात करने से पुर्व उसको उपयुक्‍त 
प्रतिस्थापन से सरल करना लाभदायक रहता है। 


उदाहरण : सिद्ध करो कि 


सीमा लघु 
१7८220 Nn 


कल्पना करो कि लघु % = t, तो (> जव कि २० | अतः 
सीमा सषु” _ सीमा ४ 


77-3०? n 9 co et 7 


सीमा t 
~>? 1 --£-- १४५2! is! H- 


1 


= 0. [लखनऊ, 1952] 
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__सीमा : 1 
Tio 17 + 71 --॥2! Fe F... Ç 
= 0 


(घ) कुछ फलन को सीमा द्विपद, घातीय अथवा लघगणकीय श्रेणी के विस्तार 
के अनुप्रयोग से सरलता से ज्ञात की जा सकती हैं। 
उदाहरण : सिद्ध करो कि 
सीमा (1 + 2)"-1 


८८-०>0 
व्यंजक (1 + ५) को द्विपद-प्रमेय से विस्तार करने पर उपरोक्त सीमा 
सीमा { 1 Hasta (η --1) (2/2!) +...}-1 
x= ; 


ᾱ--0 


3. [लखनऊ, 1957] 


s ERR n+ n (n— 1) (2/2) +...1 


=n . 


प्रश्‍तावली 


निम्न-लिखित सीमा का मान ज्ञात करो: 

सीमा α 

232 T.. 

ο सीमा (3-2) (z +5) (2- 7») 
— ४-->0 (7=— 1) (z+ 1)? š 
सीमा 35 1 

४-२० (%--1) (z + 2) ` 

सीमा M (nè + 1)368 

2-२० ,/ (202 F 8η -- 71) ` 


2 _ [ 
हना z Ξ = : एम० dto, 1958] 


1. 


छा 


Te कं अर MoT. πμ πω εν ο 25 UU. U डा 
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6. सीमा जळ) G=) [गोहाटी, 1955] 





८८-30 
z l+ 1 + z? [ 
7. aa iE = y. लखनऊ, 1948] 
8. सीमा V F pE 2A [लखनऊ, 1954] 
9. सीमा (sxs 


10. सीमा 728670 
11-- ०० E 


11, सीमा σος tEn) J-a | 


1-2 ag zx 


12. सीमा (25 =) 


ᾱ---οἱ 
5.5. कुछ उपयोगी सीमायें : अव हम सीमाओं से संबंधित कुछ परिणाम देंगे, 
जिनको कंठस्थ करना विद्यार्थियों के लिये उपयोगी है। 
(i) यदि n घन है, श की सीमा, जब कि »->० , अनन्त δι 
(ii) यदि n धन है, l/zm की सीमा, जब कि ८->% , शून्य है। 
(iii) यदि 2<1, z" की सीमा, जब कि १८->% , शून्य है। 
(iv) यदि 2> 1, zn की सीमा. जब कि १->% , अनन्त δι 
(v) (लघ्‌ »)/» की सीमा, जब कि no, शून्य है। यह §6.4 के 
उदाहरण (iv) में सिद्ध किया जा चुका है। 
(vi) (1 + 1/»)० की सीमा, जब कि neo, e है। क्योंकि 


ων ο. 


(η-- ΞΕ (5-2) š = FN 
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pry yO ता री 


और अतः 


मा याय 11 ο A ο... 


n= ०० 


=e. 


(vii) यदि 2 कोई. नियत परिमित राशि है, तो २१/४! की सीमा, जव कि 
१-२० , शून्य है ॥ 


कल्पना करो कि 2 धन है और m एक इस प्रकार की पूर्ण राशि है किः 
2 < m < n; तो sjm एक से कम होगा। अतः 


πε] Cn) (P) ( n ) m! s) (.) ( ) 


zn zm /ZN\n—m 
अर्थात्‌, जाल (>) . 
सीमा ॐ _ सीमा ( सय 
` ` n N! nme m! \m 


T 


क्योंकि क -ᾱ- 1, (कै) 2० जव कि π-»ο0; 
m m 


अतएव दक्षिण पक्ष णून्य है । 


सीमा ον 
n> co n! 


= 0, क्योंकि यह ऋण नहीं हो सकती | 


यदि 2 ऋण है, e= - ὃ सकते हैं, जब कि» धन δι तब 


“y क सीमा ४१ . ह लक 
m a! का सख्यात्मक मान , , onl कै त्मक मान के बराबर 


और अतएव शून्य है 


सीमायें और उनका मान 





विविध प्रश्‍नावली 
मान ज्ञात करो : 
सीमा 1 1 ç 
५. 2307 (च्य 1 τα) 


सीमा ex—e "x 


& 2७0 लघु (Fe) ` 
3, सीमा 1 स 
८८-३0 x3 

& भोगा Loare as 
` @—0 1 - 3८5 + 32९ - ex 

हु. सीमा Z (hi aya 

Je 1--δ] 3+ ( 2 -+ l ) ες 3/2 . 

हू. सीमा (1153) - 1-2/2 
--ᾱ-ο0 v (1+2) ञ्ञ . 

n सीमा αερα 
` ४-२० (2 + =) Ξ ν΄ (2-७) ς 

8, सीमा Ve- Vat y (z-a) 
* δα a (22 -- 472 ) ° 

सिद्ध करो कि 

9. si ( 1 --») 1x — 1/९ 

10. सीमा 


n> ” [लघु (९-1) - लघु z]=1. 


[इलाहाबाद, 1952] 
लखनऊ, 1953] 


[मद्रास, 1930] 
[वाराणसी, 1951] 


[लखनऊ, 1950] 
[σπο टी०, 1958] . 
[लखनऊ, 1951] 


[लखनऊ, 1951] 
[इलाहाबाद, 1954] 


[मैसूर, 1949] 
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सीमा [ 
i ωρα = लखनऊ, 1945] 
सोमा 
n> ç 


19. (1 -- 3/१# -- 1/28) ०४ = ë [त्रावणकोर, 1941] 


13.. $(»)/४#(»--1) कोसीमाज्ञात करोजव कि » अनंत की ओर 
प्रवृत्त होता है और 


(i) %(n) = 5 ; (४) $ (४) (८-- πα) 


[लखनऊ, 1956] 
14. दिखाओ कि श्रेणी 
1 1 1 1 
— = =la 
nl ην -- 2 कॉट πα 


का अस्तित्व δι [लखनऊ, 1958] 








पती अही, ο. 


अध्याय 6 
अनन्त श्रेणी का अभिसरण और अपसरण 


6-1 प्रारम्भिक बीजगणित में अनन्त श्रेणियों के योगफल ज्ञात करने की कुछ 
विधियों का ज्ञान कराया गया है। अब इस अध्याय में हम अनन्त श्रेणियों के अभिसरण 
और अपसरण पर विचार करेंग। इसका ज्ञान गणित के अध्ययन में बहुत महत्वपूर्ण 
एवं उपयोगो है। 

9-2. aiaa : किसो निश्चित नियम के अनुसार रचित संख्याओं क अनुक्रमण 
Uy ५,० Ugy ००० + १७, ००० को अनुक्रम कहते हें। इसको सामान्यतः (un) से 
सूचित करते हैं । 

इस प्रकार का नियम धन पुणं सांख्यिक चर 2 के एक फलन un को परिभाषित 
करता ë) यह नियम पूणतया स्वच्छ हा सकता है, ओर यह आवश्यक नही हे कि 
हम Un को πι क॑ पदों में वोजीय सूत्र द्वारा अभिव्यक्त कर सकें । उदाहरणार्थ, un, 
॥ अभाज्य संख्या अथवा ,/ के पूर्ण सांख्यिक भाग को सूचित कर सकता δι 

उस अनुक्रम को, जिसका प्रत्येक पद किसी अन्य पद से अनुगमनित होता है, 
अनन्त अनुक्रम कहते gI 

6-21. श्रेणी : यदि un एक η का फलन है जिसका » के समस्त धन पूर्ण 
सांख्यिक के लिए निश्चित मान है तो 

Wr + αρ + Ug. + e... °... + un + OO LCS IO 

के समरूप व्यंजक को, जिसमे प्रत्येक पद किसी अन्य पद से अनुगमनित होता है, अनन्त 
श्रेणी कहते हैं। 


इस श्रेणी को Σ μα, अथवा 2८७, से और इसके प्रथम n पदों के योग- 
1 


फल को δα से सूचित करते δι 
जब n अनन्त की ओर प्रवृत्त होता है, तो तीन भिन्न संभावनार्ये हैं; ० 
किसी परिमित सीमा अथवा अनन्त की ओर प्रवृत हो सकता है अथवा इसमें से किसी 
की ओर प्रवृत्त न हो। 
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(i) यदि Sa परिमित सीमा S की ओर प्रवृत्त करता है, तो श्रेणो की अभि- 
सारी और & को इसका योगफल कहते हैं। इस भाँति & को 


सीमा nem 
n= co 
' अथवा. संक्षिप्त रूप में. 
सीमा δα = S 


से परिभाषित करते हैं। इसको 


१८५ Fua Hug + ... --8, 
अथवा 


co 

δι = S, 
1 
> 


अथवा 
लिखकर भी अभिव्यक्त करते हैं। 


उदाहरणार्थ, श्रेणी 


1 1 
1 + 5 + ΕΣ +... + δα p.. 





Ñ 
1 1 1 
Sn = न 3 -[- 22 + . + ən , 
1 
l- δα 
= , 
3 
2 
1 
= ( 1 -- ən ) 
as सीमा Θα =2. 
n> co 


अतः श्रेणी अभिसारी है और इसका योगफल 2 है। 


(ii) यदि Sa अनन्त अथवा ऋण अनन्त को ओर प्रवृत्त होता है, 
श्रेणी को अपसारी कहते ξι 
उदाहरणार्थ, श्रेणी 


[oD Bes SN Eo ort 
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स्मर 


δα = 4 n(n). 

.'. सीमा 

7-2 ç 

अतः श्रेणी अपसारी δι 

(iii) यदि Sa किसी भी सीमा, परिमित अथवा अनन्त, की ओर प्रवृत्त नहीं 

होता, तो श्रेणी को दोलायमान कहते हैं। श्रेणी को, δα के परिमित सीमा अथवा 

+o श्रीर- ० के मध्य दोलन के अनुसार, परिमित अंथवा अनन्त रूप से दोलाय- 
मान कहते ξι 


Sn ---.ΟΟ ο 


अपसारी और दोलायमान श्रेणी को प्रायः अ-अभिसारी श्रेणी कहते हैं। 
उदाहरण : श्रेणी 
3-1-2 3-1 ο य्य तता 


दोलायमान है, क्योंकि, n के 3% , 3% --1 अथवा 3%--2 के समरूप होने के 
अनुसार, ; 
सीमा δα = 0, 3 अथवा 2. 
टिप्पणी : किसी अपसारी श्रेणी का योगफल मौलिक रूप में एक सीमा होता 
है और योग की परिभाषा में वर्णित-बोध के अनुसार योगफल नहीं होता। अतः इस 
प्रकार की कल्पना की कोई तर्क संगति नहीं है कि किसी अनंत श्रेणी का योगफल पदों 
के क्रम में रूपांतरण अथवा कोष्ठकों के हटाने अथवा लगाने से अरूपांतरित रहेगा । 
वास्तविक में इस प्रकार के रूपांतरण से योगफल में रूपांतरण हो सकता है. अथवा एक 
अभिसारी श्रेणी अपसारी अथवा दोलायमान श्रेणी में रूपांतरित हो सकती है। उदा- 
हरणार्थ, 
(1- 1)-+-(1- 1)+(1-1)+ ............. 
अभिसारी श्रेणी है ओर इसका योगफल शून्य है; परन्तु 
1-1 + 2-7 1 |e. 
दोलायमान श्रेणी है। _ 
6:21 अनंत श्रेणियों की विशेषतायें : अनंत श्रेणियों की दो महत्वपूर्ण विशेष= 
तायें निम्नलिखित हैं : 
७ 


a a κ. 
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(क) यदि कोई श्रेणी अभिसारी, अपसारी, अथवा दोलायमान है, तो वह॒ 


संख्या में परिमित पदों के जोड़ने अथवा घटाने पर भी एसी ही रहती है। 


(ख) यदि कोई श्रेणी अभिसारी, अपसारी, अथवा दोलायमान है, तो वह प्रत्येक 
पद को शून्य के अतिरिक्त किसी एक परिमित संख्या से गुणित किए जाने पर भी 


एसी ही रहती है ।, 


इनको सत्यता परिभाषा की सहायता से सरलता से सिद्ध की जा सकती है। 


6:22. उदाहरण: (i) दिखाओ कि गुणोत्तर श्रेणी 


Ἱ ile oo... + an +.... 


अभिसारी है जव कि ४< 1 और अपसारी जब z>1! 
हमें ज्ञात है कि, जव ५ = 1, 


8 1 — xn 
m i=; ° 





(क) यदि z< 1, zm — 0 जव n— ० ; 


सीमा Q _ सीमा 1-2 1. 





n—> ०० n= nl — z 1-० 


अतएव श्रेणी अभिसारी है जव 2 < 1 


(ख) यदि 2>1 , २-० जव ne’ ; 


सोपा सीसा) οι ο 
προ SS st 


अतएव श्रेणी अपसारी है जव => 1 . 
(ग) जव < = 1, श्रेणी 
1 --1--1--... 
हो जाती है और δα = m ; 


सोमा करर सीमा ह 2 


ISPD n —> ० 


अतएव श्रेणी अपसारी है जब z = 1. 


3320, 
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(४) दिखाओ कि श्रेणी 
ली धी id oos 
0 और 1 सीमा के मध्य परिमित दोलन करती है । 
πεῖ 
Sən = 0 और 82741 = 1; 
अतः, n के विषम व सम होने के अनुसार, 
δα = 0अथवा 1 , 
अर्थात्‌, Sa, परिमित सीमा 0 और 1 के मध्य, दोलन करता है। अतएव, परिभाषा 
के अनुसार, श्रेणी 0 और 1 सीमा के मध्य परिमित दोलन करती है ι 
प्रश्‍नावलो 
प्रथम n पदों के योगफल पर विचार कर निम्नलिखित श्रेणियों का अभिसरण 
ज्ञात करो: 
I. 1ος. 
1 H 1 
2 1- > या व αι 
1 1 κ. 1 ; 
(σι 1) (m--2) ५-2) (m--3) ` (md-3) (m4) न 
4. 1 -- 2 + 8α8-|- 48 -- ... , जब |»|< 1. 


ΤΙ 


1 ΝΟ. ο 
tan? Z + tanm g + tan τας +... 


σι 


—1 
apone 9 9 9 
TN - 1-21 


दिखाओ कि निम्नलिखित श्रेणीयाँ दोलन करती हैं और इनके दोलन को सीमा 
ज्ञात करो: 


& απ — 2 5." 
T I— oe 91-55 
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6-3. घन पदों की श्रेणियां: अव हम उन श्रेणीयों पर विचार करेंगे जिनके 
समस्त पद धन हैं। इस शीर्षक में हम ऐसी श्रेणीयाँ भी सम्मिलित करेंगे जिनमें किसी 
बिशेष पद के परचात समस्त पद धन हैं । 

6:31. मौलिक गुण : धन पदों की श्रेणी के कुछ मौलिक गुण निम्नलिखित हैं: 

(क) कोष्टकों का लगाना एवं हटाना: कल्पना करो कि gun एक धन पदों 
की श्रेणी है और बिना क्रम में रूपांतरण किए इसके पदों का वर्गीकरण किया गया है। 
यदि nth वर्ग के पदों के योगफल को ०० से सूचित किया जाये, तो 

(i) जव ७ ५० योगफल की ओर अभिसृत करता है, £ % भी ऐसा 
ही करता š 

(ii) जव x ca योगफल की ओर अभिसूत करता है, 5 ९७ भी एसा ही 
करता δι 

(ख) पदों के क्रम में रूपांतरण: यदि किसी धन पदों की अभिसारी श्रेणी के 
पदों का पुनर्विन्यास किया जाये, तो वह श्रेणी अभिसारी रहती है और उसके पदों 
के योगफल में रूपांतरण नहीं होता। 

(ग) एक धन पदों की श्रेणी 2 wa कभी दोलायमान नहीं हो|सकती, और 
यदि Sa किसी नियत संख्या E से सदैव कमं हो, तो श्रेणी अभिसारी और उसका 
योगफल L से कम है। 

क्योंकि Sn » के साथ साथ बढ़ता जाएगा, और या तो परिमित सीमा अथवा 
घन अनंत की ओर प्रवृत्त होगा, अतएव वह दोलायमान नहीं हो सकता। अतः यदि 
Sn, ९ के समस्त मान के लिए, किसी नियत संख्या /: से कम रहता है, तो यह अनंत 
की ओर प्रवृत्त नहीं हो सकता, और इस कारण परिमित सीमा की ओर प्रवृत्त होना 
चाहिए । अतः श्रेणी अभिसारी है। 

(घ) यदि किसी धन पदों की अनंत श्रेणी का प्रत्येक पद एक नियत धन संख्या 
k से बड़ा हो, तो श्रेणी अपसारी होगी। 

क्योंकि Sn > πα, और » को पर्याप्त बना लेने पर इसको किसी भी नियत 
संख्या से वड़ा बनाया जा वकता है। अतः श्रेणी अपसारी है। 

उपप्रमेय : एक धन पदों को श्रेणी अपसारी है यदि 

सीमा ५०> 0 . 

क्योंकि, यदि सीमा unl >0 और # एक ! से कम धन संख्या है, तो संख्या 

में परिमित पदों को छोड़ कर प्रत्येक पद से बड़ा होगा। अतः श्रेणी अपसारी होगो। 


- ει ΕΕ 


1 ως πυρ पत NE SEP 
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अतः प्रत्येक अभिसारी श्रेणी के लिए 
सीमा tn = 0 «१ 


इसका विलोम सत्य नहीं है ι यदि सीमा ५० = 0,तो श्रेणी का अभिसारी 
होना आवश्यक नहीं । श्रेणी अभिसारी हो भी सकती है और नहीं भी। उदाहरणार्थ, 
श्रेणी 
1 1 1 1 
[i x μα — 
Lt Tj Z μα आज 
पर विचार करो : 


सीमा επι. 1 


यहाँ — — = 0. 
है nao ™ nao s/n | 


1 1 1 
पुनः, δα = 1 + 172 3P «538 +... + Z ο 


δν 1 1 

< Vx १/१९ ar γι ἐμ. का Fa "n; 
επι ς सीमा 

` IP pn = n—> a = SP 


अतः श्रेणी अपसारी है, यद्यपि सीमा १७ = 0 . 
6:32. मानक श्रेणी > 1/7? : अनन्त श्रेणी 
1 1 1 1 
5 Tr. SS ΠΕ a qr se नीर 500 
अभितारी है, जव ।क 7 > 1, और अपसारी जब कि <1। 
स्थिति L: कल्पना करो कि p > 1और श्रेणी के पदों का विना क्रम 
रूपांतरण किए निम्न प्रकार वर्गीकरण किया गया है: 
1 J; Ἡ LR Ἡ 
--- — — — — + -Ó-— ore s 1 
iT {5 तर τ) ΠΤ (z Ἔ 5p + 60 Ἔ 5) AF ( ) 
इस वर्गीकरण से ६6:31 (क) के अनुसार श्रेणी के अभिसरण में कोई परिवर्तन नहीं 
होगा । 
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प्रथम पद के पश्चात्‌ (1) का प्रत्येक पद श्रेणी 


τον) αν stata) + W 


के संगत पद से कम δι 
परंतु (2) , श्रेणी 
2 4 8 : 
προς ης he's (3) 
के समान है जो कि एक गुणोत्तर श्रेणी है और जिसका सार्वं अनुपात 1/27-7 है। 


यह सार्वं अनुपात एक से कम है क्योंकि > 1 ; अतएव (3 ) और इस कारण 
(1) अभिसारी श्रेणी है। 


स्थिति 2 : कल्पना करो कि ७ = 1; तो निर्दिष्ट श्रेणी 
1 1 


1 
νη ο ος φως (4) 
हो जाती δι इस श्रेणी के पदों का वर्गीकरण निम्न प्रकार से किया जा सकता हैः 
शी ο... rr ὦ 
"s हील. (5) 

प्रथम दो पदों के पश्चात्‌ (5) का प्रत्येक पद श्रेणी 
HR, a l. ρα 6 
शत लग प (6) 

he Sie T 
अर्थात्‌. 1 ΠΠ; πο πρ नाय ος Tyas Ña 


के संगत पद से अधिक है। किन्तु (6) अपसारी श्रेणी है। अतएव (4) भी अपसारी 
श्रेणी δι 

स्थिति 3 ¦ कल्पना करो कि? < 1 (2 के ऋण मान इसके अन्तर्गत ë); 
तो श्रेणी का प्रत्येक पद श्रेणी (5) के संगत पद से बड़ा है और इस कारण श्रेणी AT- 
सारी है । 
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6:33. उदाहरण : श्रेणी 


E + 2 + — σα. > + 2n 
AT लि ss 


की अभिसरण-परीक्षा करो ι 
न 20 1 
ο προ 5 शामन) i 
नसीमा , सीमा 


π-ρο "१ = nao J (1-4) 
क्योंकि यह सीमा 0 नहीं है, अतएव्र श्रेणी अपसारी है। 
प्रश्नावली 
दिखाओ कि निम्नलिखित श्रेणी अपसारी हैं: 
EE 
[आगरा, 1949] 
2. Ait shih: 


: [उत्कल, 1950] 
= 1 ΜΙ/5 2 N1/5 3 १२७ 1J5 
s (Ca) + हक) tea) to +E) + 
[लखनऊ, 1955] 
अभिसरण अथवा अपसरण ज्ञात करो: 
निर: 
ET Πο. [आगरा 1944] 
6.5 ००१) [इलाहाबाद, 1951] 
1 nj ` 


6-4. अभिसरण और अपसरण की परीक्षा: श्रेणी की परिभाषा से प्रत्येक 
श्रेणी को अभिसरण अथवा अपसरण ज्ञात करना सम्भव नहीं है, क्योंकि अधिक- 
तर श्रेणीयो के पदों का योगफल ज्ञात नहीं किया जा सकता। ऐसी स्थिति में 
श्रेणीयों का अभिसरण अथवा अपसरण ज्ञात करने के लिए कुछ परीक्षाओं का प्रयोग 
करते δι अव हम इनमें से कुछ परीक्षाओं का वर्णन करेंगे। 
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6:5. तुलना परीक्षा : इस परीक्षा के दो विभिन्न रूप निम्नलिखित ë : 

(a) यदि Σια और >% घन पदों की दो श्रेणियां हैं और ४४७ एक ज्ञात 
अभिसारी श्रेणी हो, तो > ια अभिसारी होगी : 
जब कि, (i) » के समस्त मान के लिये शक < ० ; 
अथवा (11) जब कि ५०/०० किसी नियत धन संख्या # से कम है; 
aaar (iii) जब 155 ५०/० एक पारामत सीमा की AR प्रवृत होता है। 

प्रमाण : (1) यदि 
% [00 ou. 2 = t, 
तो 
“u, F us ... Hun < o, + +... j σέ, 

और क्योंकि t एक नियत संख्या है, 86.3. (ग) से Sun अभिसारी है। 

(ii) n के समस्त मान के लिए, Un < k ७ 1 परंतु > ८९ अभिसारी है; 
अतः $6.3 (ग) से 2० अभिसारी δι 

(iii) यदि सीमा १७/९७ परिमित है, तो एक ऐसा धन अचर £ ज्ञात किया 
जा सकता है कि n के समस्त मान के लिए (२०/००) < £ । अतः (ii) से अनु- 
गमनित होता है कि Σια अभिसारी है। 

(४) याद्‌ > το और 2 va दो घन पदों की श्रेणियां हें और ४७ एक 
ज्ञात अपसारी श्रेणी हो, तो > ५० अपसारी होगी : 
जब कि (i) » के समस्त मान के कि us > va; 
अयवा (ii) जब कि ( ५०/००) किसी नियत घन सख्या 7 से सदेव अधिक है; 
अथवा (iii) जब कि (५०/००) शून्य से अधिक सीमा की ,ओर प्रवृत होता है । 

प्रमाण: (i) कल्पना करो कि N एक धन संख्या है, चाहें कितनी ही बड़ी 
क्यों न हो; तव. PAR 5 ० अपसारी है, एक ऐसा १७ ज्ञात किया जा सकता 
है कि 

०,008 ... >, जब कि n>m; 
१८५ u Hgt -.- VnDN .. .. Την. 

अतएव Zun अपसारी है। 


TEIN 
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(ü) यहाँ n के समस्त मान के लिए un > kvn । परन्तु 2% और अतएव: 
Σ ‰००अपसारी है; अतएव > un अपसारी δι 
(iii) यदि सीमा (२०/०८) परिमित है, तो एक एसा धन अचर £ ज्ञात 
किया जा सकता है कि, n a समस्त मान क लिब्र, ४४/०४००४ । अतएव 2 wn. 
अपसारी δι 
651. तुलना-पराक्षा के अनुप्रयोग : तुलना परोक्षा में दो श्रेणियों ५०७ और 
2७ को आवश्यकता होतो है। जव श्रेणों २८० को परोक्षा की जाती है, तो २. 
को सहायक श्रेणी कहते हैं। 
तुलना-परोक्षा के अनुप्रयोग में » के समस्त मान के लिब्र ५०/०० से वड़ी एक 
नियत सख्या की अपेक्षा सामा (५०/०८) ज्ञात करना अधिक सुवध।जनक रहेता: 
है। सहायक श्रेगो > इस प्रकार चुनना चाहिए कि सीमा ( ५०/०० ) अशून्य एवं. 
परिमित στι इसके लिए सामान्यतः ४ को १७ में » को अधिकतम घातांक (अथवा 
ljn की न्यूनतम घातांक) क पद के बरावर छे लेते हैं। इस प्रकार प्राप्त सहायक 
श्रेणी प्रायः श्रेणी 
0.27) 1 1 
τρ F zo Γ ον η. 


के समरूप होती δι इस श्रेणी की अभिसरण-परीक्षा $6.32 में की जा चुकी δι. 


6.52. उदाहरण : (1) श्रेणी 


2 8 4 5 
ए F z Ἔ 301 आओ 


की अभिसर ण-परीक्षा करो । 
[कलकत्ता प्रा०, 1958] 
x aH, 
यहाँ un ज्म? 
अतएव कल्पना करो कि 
1 
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न्तो सीमा n _ सीमा (nH) 
NS Ùn ND nP , 
__ सीमा nyl 
τ nao 9 ᾿ 
— 1 . 


<š; , 
जो किपरिमित और अशून्य है। 
परन्तु 2७ अभिसारी है, जव कि 9-1 > 1 , अर्थात, >2; 
और अपसारी है, जब कि -1 < 1 , अर्थात p<2 . 
अतः २५० भी अभिसारी है, जव कि p > 2 और अपसारी है, जव कि <2. 


(ü) दिखाओ कि श्रेणी 


> f (n +1) ड n} 
अभिसारी हे । 3 [गोहाटी, 1962] 
यहाँ 


१७ (29--1) 3-2 , 
1/3 


1 1 
= z 1 — = — σα ὁ _ 
á ( Tsë 926 हर ) १% 
Tl 
— 372 — gms + ..».». 


1 ~ `~ 
अतएव यदि τα = -ड़लें, तो 


सीमा ९७_ सीमा // 1 
noo 01 का ons Tr J): 


— “l 
η - 


जो कि परिमित एवं अशून्य है। परंतु श्रेणी 2७ अभिसारी है, अतः ३४७ भी 
अभिसारी है। 
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6.6. कोशी की संघनन परीक्षा : याद्‌ » के समस्त घन पूणां सांख्यिक 
मान के लिए फलन /(») धन और निरंतर घटता है जव % बढ़ता है, और 
यदि a, एक से बड़ी, एक घन पूर्ण राश है, तो दोनों श्रेणी 5/(») और 
5०१८०) अभिसारी हैं, अथवा अपसारी ! 

प्रथम श्रेणी 2/(#) को निम्नलिखित प्रकार से लिखों: 
(1) Ji) + τν. + +(०)} 
+ lel) + f(a+2) + -.. + /(०)) 
+ {(αἳ +1) + /(०१--१) + ... + Τ(αϑ)ὴ 
तब r वें कोष्ठक के पद निम्न हैं: 
Sah) --/(«”“--2) +... ... f(a). (2) 
इनमें से प्रत्येक पद अंतिम पद f(a) से बड़ा और f(a) से लघु है, 
क्योंकि परिकल्पना के अनुसार पद निरंतर घटते हैं। पुनः, पदों की संख्या ar— ar 
है। अतः 
far) + f(a) +. . +7/(०) < (1-6०) &८६ fla); (3) 
और 
](α-1--1) +f (a> +2) +... +/(०) «(α-])α- f(a). (4) 


संबंध (3) और (4) में उत्तरोत्तर #--1,2,3, . . .„» रखने एवं जोड़ने पर 
क्रमशः प्राप्त होता है 


z /(r)< (1-α-1) z af(a), ' (5) 
2 1 


n 
Σ f(r)< (a-1) Σα (αι). 
2 1 


असमता (6) से प्रमाणित होता है कि यदि Sarf (a) अभिसारी है, तो 2f(r) 
भी अभिसारी है; और (5) से प्रमाणित होता है कि यदि ८५४(८) अपसारी है, 
तो 2/(») भी अपसारी δι 

साधारणतया यह असार है कि a को क्या मान दिया जाय। 
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6.61 उदाहरण : दिखाओ की श्रेणी 


1 1 1 
1-"5(लचु2)£ +s (लघु 3)? +, (लघु १) Ti 


अभिसारी है जब कि >1, और अपसारी जब कि p<1. 
यहाँ /(७) = 1/{० (लघु κ) η], 
और 
७५४) = ०१८० (लघु αν) ο], 
= 1/(» लघु, ८), 
= (1/४) (लघु ०) ¬; 
अतएव Sanf (ar) --(ππα» ॐ (1/1०), 
परंतु 2(1//?) अभिसारी है जव ερ; 1 और अपसारी जव कि p < 1 अतः 
श्रेणी 21/०» (लघु ७)? भी अभिसारी है जव कि p> 1 और अपसारी जव कि 
pali 
इस श्रेणी का सामान्यतः मानक श्रेणी की भाँति प्रयोग किया जाता है । 


प्रश्नावली 


ज्ञात करो कि निम्नलिखित श्रेणी अभिसारी है अथवा अपसारी: 


1 1 1 
0 गज का προ सटर 


1 2 3 Ç 

2. Ja, τρ le JF Ῥ οσα τ aa [वम्बई, 1964] 

14 94 94 
3. पूछा a a Fess :.:. [राजस्थान, 1962] 
ज कलकत्ता, 1948] 
ES 3.5 το psta αμα. [ ; 

1 1 1 1 
5. Το τος εν — e.. ο 

ja G: a T [इलाहाबाद, 1950] 
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1 95 33 
6. 1 + ο या + προ: [गोहाटी, 1962] 
उन श्रेणियों की अभिसरण-परीक्षा करो जिनके ma पद निम्नलिखित हैं: 
= yn z 
l. क्या [वाराणसी, 1953] 
n 
SEE 
* (απὸ) 
9. [ν (1) + 1) -» ] [उत्कल, 1962] 
1 
10. — 7G 
यल) [नागपुर, 1949] 
1. साइन 1/ [इलाहावाद, 1957] 


12. सिद्ध करो कि श्रेणी 


लघू 2 लघ 3 लघ 4 लघ 7 
55 


+ ποτ 1 
अपसारी δι [लखनऊ, 1954] 


6-7. अनुपात परीक्षा : किमी धन पदों की श्रेणी का अभिसरण ज्ञात करने में 
अनुपात-परीक्षा अधिकतम उपयोगी होती हैं। ये चार हैं: डिलंम्बट-परीक्षा, राव- 
परीक्षा, लघुगणकीय-परीक्षा और गौस-परीक्षा। इन परीक्षाओं का अनुप्रयोग इसी 
क्रम में करना सुविधाजनक रहता है। 


671. डिलेम्ड्ट-परीक्षा : एक घन पदों की श्रेणी 5००, πετ है 
यदि, » के समस्त मान के लिए, 
Am कट πε ü, 
Un 


जिसमें ८ एक नियत संख्या हे ι 
यह श्रेणी अपसारी हे यदि, n के समस्त मान के लिए, 


u 
untl >1. 
Un 
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== =, πι = === सान s= πα, 
ua SS 
— < £<1, 
un 
ñ uz = un in] Ug u 2 < लिन š 
“u; is. in 2 Ug wi 


ओर ZATA ur < u, πα. I 
परंतु Zu, 1-1 अभिसारी है, अतएव ४ ७० भी अभिसारी है । 
:, यदि, n के समस्त मान के लिए, 


~] 


९] 


“n. 
— > 1, 


un 
तो Sa = u, + πρ + us + ... + Un > nu 
: सीमा πι त 
TRI gosp १९९५० 1 अतएव 2 ४० अपसारी है । 


उप ममेय : यदि 


सीमा ०५1 2 
Z — un 


तो > ५० अभिसारी हे जव कि! < । और अपसारी जब कि 1 > 11 
क्योंकि, यदि ! < 1 और h इस प्रकार से चुना जाये कि!<#<1; तो 
सीमा की परिभाषा के अनुसार, n>m के लिए, जब कि m एक नियत संख्या है, 


wni 
un 


<k. 
अतएव 
Umg -F Umg} F ९७.७ F .-. 
अभिसारी है। अतः Σια भी अभिसारी है। 
पुनः, यदि 7 > 1, तो एक ऐसा m ज्ञात किया जा सकता है कि # > के 
लिए 


१3 > “mn. 


ΜΗ 1:5... 
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अतएव 
um+ı + Um+2 +F Ums- -— m +4 -H कही 


अपसारी है। अतः > १७ भी अपसारी है। 


6:72. डिलंम्वट-परीक्षा के विषय में दो निम्नलिखित ध्यान देने योग्य. 
बातें ह: 


(i) यदि प्रतिबंध एक नियत पद से एवं उसके पश्चात्‌ सत्य हो, तो भी पूर्वोबत 
प्रमेय सत्य है। 


(ü) यदि सीमा ५०५-./५०=1, तो श्रेणी अभिसारी एवं अपसारी दोनो ही 
हो सकती हैं। उदाहरणार्थ, दो श्रेणी 


"μις... τ 1 
11613 στ ना .. ० 


में से प्रथम अपसारी और द्वितीय अभिसारी है, यद्यपि दोनों में 


2 FF 92 ar 32 JF 42 qF aF 


n? 


सीमा °= 


ऐसी दशा में कहते हैं कि परीक्षा असफल हो गई और दूसरी किसी पंरीक्षा का अनु- 
प्रयोग करते हैं। 
6:73. राबे-परीक्षा : एक घन पदों की श्रेणी Σι, अभिसारी है याद 


सीमा un 
n=% { प्न 1 ) } = 
ओर अपसारी यदि यह सीमा > 1. 


कल्पना करो कि सहायक श्रेणी 2%? है, जो कि अभिसारी है यदि > 1 ; तो 
Un nl J 
व्या 4 


Jn+1 n 





X 


N 
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s 

| 

= ( l + >) Ρ ; § 
x 

$ 








p(p—1 
=1 + 24 2153 ) 
अथवा 
p(p-1) : 
" επ ) p + > लवक pO 
अतः सीमा श्‌ κ — 1 ) = p. . .. ( | 
mS? Όπ--ι 
अव यदि 





a u 
सीमा श्‌ डे) C Sy )>>, 


NSD Un+F1 
जब कि p > 1, तो (1) से 
un tn 


> 


a , 
Un1 tny1 








और अतएव x ५० अभिसारी है। 
परंतु यदि 
सीमा AA ο Ἡ 
NS? a( UnF1 ) <P 
जिसमें कि < 1 , तो पुनः (1) से 
un Un 


> ------ 


Un+1 Uny1 ᾿ 





= 


और अतएव Σ १७ अभिसारी š 1 





6-74. रावे-परीक्षा का अनुप्रयोग तव ही करते हैं जव कि डिलेम्वट-परीक्षा 
असफल हो जाती है। जब रावे-परीक्षा भी असफल हो जाती है, तो अन्य अनुपात 
परीक्षा का आश्रय लेना पड़ता है। परंतु कभी-कभी निम्नलिखित सामान्य नियम का 
अनुप्रयोग लाभकारी हो जाता है 
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एक घन पदों की श्रेणी Σα अपसारी है यदि 
( στο ος ) ; 
n का वीजीय फलन है जों कि 1 की ओर मवत्त होता है जव कि १-३ ० - 


इस नियम को श्रेणी 5 ५० की मानक श्रेणी yxl/n( aqn )? से तुलना 
कर सरलता से प्रमाणित कर सकते हैं। 





वीजीय फलन वह फलन है जिसमें केवल # के घात होते हैं परंतु उसके लघु- 
गणक अथवा घातीय नहीं । 

6-75. लघुगणकीय-परीक्षा : लघुगणकीय परीक्षा रावे-परीक्षा का एक विकल्प 
है और इसका अनुप्रयोग तब करते हैं जन कि सीमा an Jun —1 और ५०/२०५ का 


लघुगणक लेने से सीमा ज्ञात करना सरलतरहो जाता δι यह परीक्षा निम्नलिक्ति हैः 


एक घन पदों की भेण? 5५ अभिसारी है, यदि 
सीमा 


n> ७० 





un 
n लघ 
AR अपसारी यदि यह सीमा < 1. 


कल्पना करो कि सहायक श्रेणी 5० ? है; तो 





tn r. πλ μή 1 P (p ge 1 ) 
दन 14 2) IF... ° 
2(2--1) } 
= 115 नल Rh 
लघु) न रा { तल च्या 2 
__ ४? , p(p-1) Rs 3 
n τς 913 Te teen 2 
υ 2-1 
अथवा, » लघु — = p + (४०) नतिक ता. 
= Un+1 an 
अव यदि 
सीमा un 
11--5 G ες लघु Un+1 > p , 
८ 


matr | 


Z ο. कक a πο pride 


SAS CPN 


Say = 


~ 5 


FSS SSSI OSES SISOS CUPS SOT το 30% TT ST ७४५”, 
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जब कि p > 1, तो 











un Un 
Untal क्व ° 
और अतएव श्रेणी अभिसारी ë । 
परंतु यदि 
an हनु मन SPs 
जव कि < 1, तो 
un Vn 
Unt- nqa : 


और अतएव श्रेणी अपसारी है। 

6:76. गौस परीक्षा : जव लघुगणकोय-परीक्षा विफल हो जाती है तो गौस 
परीक्षा का, जो निम्नलिखित है, अनुप्रयोग करते हैं 

एक धन पदों की श्रेणी Σια अभिसारी है, यदि 

4 
e }π«]ρὶ 

AR अपसारी यदि यह सीमा < 1 . 

कल्पना करो कि सहायक श्रेणी का १५५ पद 

1 





Ea %( लघु το) 
तो 
wn _ nap | लघु (n1) | 
हणन κεί Ὁ लघ n z 
κ; 1५ [लघु » +-लघु (1--1/7) 
a (7 RE 3) | लघ्‌ » | 


1 1 1 Ῥ 
F (1 Tes ) | र्न लघु & magn Tez l ड 


Ῥ 
== |( 2 — ποπ... 
( ir \( 2 लघु # MAJN ) ४ 


= 1 -}- 5 + > + στα त -|- ०००१४२ , 


१ लघ » ne लघ्‌ 
`< - 
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अथवा [= ( ० SS ) - 7 |w »= 2 
+1 ος 


अव यदि 





सीमा x } 
Ce 
जब कि ?>1, तो 
un > Un 
Unt vn+1 





और अतएव श्रेणी अभिसारी है। 


परन्तु. यदि 


सोमा un 
१-३ co [शः -1 ) -1 | लघु n | Ps 
जवकि? < 1, तो 


tn vn 





nl Vnt , 
और अतएव श्रेणी अपसारी É | 
6-77. उदाहरण : (1) श्रेणी 
9» 3P 4 
1-- ər 5 जन πα | 
के अभिसरण की परीक्षा करो ι [विक्रम 1962] 
n? 


यहाँ क्ता 
Q n! , 


(.--1)» 
(n1)! ` 


सीमा “m सीमा 
११-72 > πι TP στη] (3-1) 55०, 


और Un- 


116 बीजगणित 


जो कि p के समस्त मान के लिए 1 से बड़ी है। 
अतः श्रेणी अभिसारो ë ` 





(1) श्रेणी 
2 6 14 gn_2 
1 -- --55 — 3 εί 2 τὰς l D 
ο ο FT T Hanad É 
की अभिसरण के लिए परीक्षा करो । [बड़ोदा, 1960] 
प्रथम पद की उपेक्षा करने पर । 
Sn! 9 = 
ün = pF] 1 ४० , Ξ 
9n+2— 9 E 
और UnF1 = Zata] an+ Ρ 
सीमा १७ हि सीमा 2112-11] 2n+1 - 9 1 l 
χι» co "πει τ np% 9513 - 91311 v 
ΠῚ δα 11-20 1 | 
TiS il 3-3-1᾽ 1 L 9-n— ` z” | | 
-ᾱ | 
z ` | 
अतएव श्रेणी अभिसारी जव 21 और अपसारी जव z «1. 
यदि α--1, तो 
सीमा गोमा 91131 --3 
ο πι ον ες 
1ι-- co SS 9n+1 --ι , 
η. ----- 
no 1-|-5-8-1 ’ 
— 1, 
जो कि शून्य नहीं है। अतः श्रेणी अपसारी है जब ४1 . 
(म) श्रेणी 
2 25 x3 ασ 5 
πα Bh as TOOTA 
की अभिसरण-परीक्षा करो ι [पटना, 1957] 
aii 
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» सीमा ०५ __ सीमा n(n--1) 
यहा NPP un TSP ( n +1 ) ( Nn -L2 ) ενας 
अतः श्रेणी अभिसारी है जव =< 1 और अपसारी जब »>1 





1 ~ 
जव ४1, तो १७ न अव “n = Sp तो 


सीमा Va सीमा : r 


mS “n n—> ०० n(n--1) 1 


जो कि परिमित और अशून्य है। परन्तु 2०० अभिसारी है, अतः 2५० भी अभिसारी - 
होगी जव α--1. 
(1४) निम्नलिखित श्रेणी के अभिसरण ओर अपसरणकी परीक्षा करो :-- 
3 1.3 
οσο 5326४ -..... 


[बड़ोदा, 1959] 
प्रथम पद की उपेक्षा करने पर 
1.3.5. . . . (20-11) 
Ma σσ 2n B 


1.3.5. . . . (2n +1) 








at SSS s 1 

τ tati UT) E 3 
सीमा ५ πι 2०-2 1 1 

` uo πι NP nl 2 v 


अतएव जब 2< 1 , श्रेणी अभिसारी है; और जब 2> 1, श्रेणी अपसारी δι 








जव ४1 , 
un 2n + 2 is 1 
१७-५० ८2%. 2% -- 1’ 
un n 
अथवा n στε — 1) δη -Ἱ- 1 ; 
सीमा ) सीमा n A 
` ४८% ση mo m-l 3 


जो कि 1 से कम है। अतएव जब 2==1, श्रेणी अपसारी है । 
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(४) श्रेणी 
2208 3:८3 44254 
z+ ΒΓ ΞΕ ΠῚ य त oe ste ee 
के अभिसरण की = के घन मान के लिए परीक्षा करो। [जवलपुर, 1962] 
ड naya 
πει U= ° 
__ (m + 1) αρα τα 
और Unyi = πρ Γ᾽ 
मा Πα सीमा n’ 1 
` ND Unti no (n+ 1)" ` z ° 
__ सीमा 1 1 
τ nea (1 + 1/n)" ` z ° 
E 
επ’ ο 


अतएव जव » < (1/०), तो श्रेणी अभिसारी है, और जव ५ > (1/९), 
श्रेणी अपसारी है | 
जव z=1Je, तो सीमा--1 और परीक्षा असफल हो जाती है। अव α--1/6 
रखने पर 


un 


Uny (1 + 1/») ? 
= लघु ०-# लघु (1 + 1/2), 








अथवा लघ्‌ 
> टन. 
1 1 1 
31-५9 ο δρ 22) ; 
1 
=>, 52 TER T त 
.. सीमा 55 
- 9.३ ०० ` Unya — 1. 


जो कि 1 से कम δι अतएव जव α--1/ο श्रेणी अपसारी है। 
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(vi) ज्ञात करो कि श्रेणी 
a, αία-]- 1 a(a + 1) (a+ 2) 
THa) C [ΕΕ ie 


अभिसारी हे अथवा अपसारी। [गोरखपुर, 1959] 
हाँ „(०+ 1) (७-- 2) .... (a + १-1) 
< ° b(b + 1) (0--2) ... (b + n—1) ° 
a(a + 1) (७-2) -- - (a+ ४-1) (6 -- n) 


आर Unga = b(5 टा 1) (5 1-9)... (४ — %- 1) (b + n) š 


सीमा “०-1 सीमा a +w i 
3 








ND Un ४-२० bpn 
सीमा a( E 1 )= सीमा κο PA 1 
NS ०० Unga  n— % «Fr 


_ सीमा %(b— a) 
~ nev apn 





, 
= b—a. 


अतएव श्रेणी अभिसारी है जब b- a> । और अपसारी जब 8-6 < 1. 
जव ४-८==1, तो श्रेणी अपसारी ë क्योंकि 


a( ta e ) __(? -८) ; 
(2४) १1 a--n 


» का वीजीय फलन है जो कि 1 की ओर प्रवृत्त होता है जब १->% 


( vii) निम्नलिखित श्रेणी की परीक्षा करो : 
12.... 12.32 13.33.53 [ 
क δια 7 3:0: लखनऊ, 1958] 


_ 12.32.52. ... (2-1) I 
oO (2n)2 ° 
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और 
12.3.52. ... (2%-1)2 (2%--1)2 
22,42,62, ... (2n)? (21 + 2 ) 
सीमा Un _ सीमा (2%-7 2) 
NDO १७41 nv (2n-- 1) 
अतः डिलेम्वटं-परीक्षा असफल हो जाती है | 
पुनः 


tn+1 = 








सीमा ( L SE ) सीमा Απ -- 37 


2२०० Uny1 १->% 4n? inl 


अतः राबे-परीक्षा भी असफल रहती है। अव हम गौस-परीक्षा के अनुप्रयोग 
से देखते हैं कि 
सीमा u 
+T ह या )-1 | लघु n 


n>% uUn+tl 
सीमा -2 (n+ 1) लघु» _ 
no 400 -- 4702-07. कक क, त्र 


सीमा लघु » 
9-3 ०० n 





qaf 


क = 0. 


अतः श्रेणी अपसारी है ! 
प्रश्नावली 


निम्नलिखित श्रेणियों के अभिसरण और अपसरण की परीक्षा करो: 


1 š 
1. I° + ΤΕ: + IFZ + ...... AT 


1 | 
2. 1+ =+ = +... + ni. जी- दळ x... [लखनऊ, 1958] 
2+1 , 1 (p+1) (22 + 1) 
1 ΓΤ (UD अयर 
1 (p+1) (22--1)(82+-1) 
3 (4--1) (2४--1) (341) 
+....  [ लखनऊ, 1956] 


3. 
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निम्नलिखित श्रेणियों के अभिसरण की परीक्षा z के धन मान के लिए करो: 
4. 12 -|- 22८-- 3222 -- 4923 -- ... . 


σι 


z + Zat ντ νο ο त ना r. 
[राजस्थान, 1960]. 


1 
1 + ποπ +o ΠΕ Ἔτι + ० s ००० ० . 
[दिल्ली, 1951]. 


L 


x 22 


25 zn l 
í. z+ 1 “geo + ... + spn -L ...... . 


s 


1 2 z z 
s71 ह. कि as ली र? 
[आगरा, 1960]. 
ज्ञात करो कि निम्नलिखित श्रेणियाँ अभिसारी हैं अथवा अपसारी: 
2 
ei ERC ar) se ss ) ον 
[राजस्थान, 1959]. 
12 12.52? 12.52.92 


2 Hasi Has μπι A 


10. 


23,43 22.42.52.72 
11. 


3232 1527516262 ऽऽऽ" š 
22.42.52..72. . . .(3n— 1)? (δη +1)? 
32.32.62.62... (87)? (3n)? | z 


[लखनऊ, 1948] 
22 22,42 22,42,62 
9 2 — x «ο AIS SS ol) 
12. παν नकली त्यात तता का 
[विक्रम, 1959]. 
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निम्नलिखित श्रेणियों को » के धन मान के लिए अभिसरण परीक्षा करो: 


3n -1 
13. Deea [लखनऊ, 1957] 
14 non आंन 
न ताक : [आंन्त्र, 1955] 
15. > = : [लखनऊ, 1953] 
an -an ἵ 
@—- nz)" 
16. ( wE ) [नागपुर, 1954] 


ज्ञात करो कि निम्नलिखित श्रेणियाँ अभिसारी हैं अथवा अपसारी: 
(1-०) (1--2) , (2+a) (2--०) 

I < Z L AZ I ΑΞ 

4 1.2.3 + 9.3.4 πρ 


7 n b 
+ το श τε ντελ + [इलाहावाद, 1960] 








2 92 42 2 42 R2 

ο ο μα 
[इलाहावाद, 1956] 
ο NEC) τς e) =e) +. 58 
«(< +1) 8(B +1) 
1.2y(y +1) 

x(x +1) (< -- 2) β(β--1) (B + 2) 

1.2.3 7(7--1) (+2) 


η, πες a 


[जबलपुर, 1962] 
6:8. कोशी को मूल परीक्षा: एक धन पदों की श्रेणी ७७ अभिसारी है 
यदि, n के प्रत्येक मान के लिए, ५०५० एक नियत संख्या #< ? से कम है। 
यह श्रेणी अपसारी है यदि, » के प्रत्येक मान के लिए, ५१> 1 1 
(i) क्योंकि १/५० < k < 1, अतएव, n के समस्त मान के लिए, ५० <7, 
जव कि ”<1। 
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अत: १९५ +u, Hug +... नी un + - - 
<r +r pre.. ται.) 
अर्थात्‌, ४५० <7/(1 - 7), जो कि एक नियत संख्या है। 

अतएव Sun अभिसारी δι 

(ü) यदि १/८1, तो % के समस्त मान के लिए, ४४०21 । अतः श्रेणी 
अपसारी है। 

उप-ग्रमेय १ श्रेणी ७५० अभिसारी है यदि सीमा २/७० < 1 और अपसारी . 
है यदि, सीमा १/४७ > 1. 

यदि सीमा २/८7=1 तो परीक्षा असफल हो जाती Š! 

इसका प्रमाण 86.71 के उप-प्रमेय के समान Š! 

टिप्पणी : यदि प्रतिबंध एक नियत पद से एवं उसके पश्चात्‌ सत्य हो, तो भी 
पूर्वोक्त प्रमेय सत्य Š | 

6 81. डिल्म्वर्ट एवं कोशी परीक्षा की तुलना: साधारणतया डिलैम्व्ट-परीक्षा 
कोशी-परीक्षा से अधिक लाभदायक है क्योंकि 'अधिकतर श्रेणियों में, जिनसे हम 
संबंधित हैं, ४०+1/५०, १७ से सरलतर फलन होती δι परन्तु कोशी-परीक्षा 
डिलैम्वर्ट-परीक्षा की अपेक्षा अधिक व्यापक है क्योंकि.: 

(1) कोशी का अपसरण का प्रतिवंध डिलँम्वर्ट के से अधिक व्यापक है। डिले- 
τπὲ परीक्षा में प्रतिबंध को एक नियत मान से अधिक τι के समस्त मान के लिए 
संतुष्ट होना पड़ता ἃ परंतु कोशी परीक्षण में ऐसा नहीं δι 

(ii) यह दिवाया जा सकता है कि यदि untiin l, तो 1/५०31; 
परंतु यदि Yun, तो यह आवश्यक नहीं है कि ५०५7/५० किसी सीमा 
की ओर प्रवृत्त हो। 

इन कारणों से यह आशा की जा सकती है कि डिलैम्बरट-परीक्षा के असफल होने 
पर भी कोशी परीक्षा सफल हो सकती δι उदाहरणार्थ, श्रेणी 

a b+ path aeth... . 


१८2० ७१7 %2n+1 ०१० 
πι ७ तक = 
2 7... 1 ton 


और इस कारण डिलैम्बर्ट परीक्षा असफल हो जाती है परंतु η के विषम व सम होने 


मे 


124 बीजगणित 


के अनुसार 2/०/५० अथवा vb और अतः श्रेणी अभिसारी है जब कि 


0 <a<1 और 0< <1 और अपसारी अव कि a> 1, अथवा जव कि 8 > 1 
इस प्रकार कोशी परीक्षा सफल हो जाती है। 


6:82. उदाहरण: श्रोणी 
Σ (पप 


के अभिसरण की परीक्षा करो। [लखनऊ, 1960] 
हाँ ` _ f/r INY nh 
यह (un) =(= ) नर } 9 


(+) ατα) 
समा १, (mayu ` 
अतः श्रेणी अभिसारी ἃ ι 


प्रश्नावली 


ज्ञात करो कि वे श्रेणीयाँ, जिनके व्यापक पद निम्नलिखित हैं, अभिसारी 
हैं अथवा अपसारी 


1. (७--०/») ० [इलाहाबाद, 1960] 
2. (1--1/७) 7०४. 

3 (1 EE [पंजाब, 1941] 
4 "n x 


5. { mn | लघु % 


धन और ऋण पदों की श्रेणियां 
6.9. एकान्तर श्रेणी : अव तक हमने उन श्रेणियों का अध्ययन किया है जिनके 


समस्त पद धन हैं। अब हम ऐसी श्रेणी का विवेचन करेंगे जिनमें कुछ पद ऋण और 
कुछ पद धन हों। 





IY 
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यदि किसी श्रेणी के पद एकांतरतः धन और ऋण हों तो एसी श्रेणी एकांतर 
श्रेणी कहते हैं। एकांतर श्रेणी का अभिसरण निम्नलिखित परीक्षा द्वारा ज्ञात कर 
सकते हैं: 

6:91. लाइबनिटज-परीक्षा : अनंत श्रेणी 


जिसके पद एकांतरतः घन और ऋण है, अभितारी है यदि प्रत्येक पद का संख्या- 
त्मक मान पूर्वगत पद्‌ से कम Š और सीमा ५०=0 , जव कि -> 
निर्दिष्ट श्रेणी के प्रथम 2% पदों को निम्नलिखित दो प्रकार से लिखा जा 
सकता है: 
(९५ - ua) + (tg — u4) +H. - (van van), (1) 
(αρ — ug) (ας κ). (wan-a—wan-1) -|-μααὶ (2) 
πα, क्योंकि परिकल्पना के अनुसार, 
U ο >us— σος SUD ; 


अतएव (1) और (2) के कोष्ठकों के अंदर के व्यंजक धन हैं। इस कारण 
(1) से प्रमाणित है कि San धन ë (T€ के साथ साथ बढ़ता है, तथा साथ से 
प्रमा- णित है कि San सदेव ५५ से कम है। 


अतः 27 एक परिमित सीमा की ओर प्रवृत्त होता है जव कि > ० 


पुनः, क्योंकि 
Sanyl = San ἴδια 7 
at सीमा , हि 
τ Sw n+ [ο--- 0, 
सी +1 सीमा 
अतः S ट S 
SE nso ष्य TS 


अर्थात्‌, Sa एक ही सीमा की ओर प्रवृत्त होता है, चाहे % विषम हो अथवा सम। 
अतएव, परिभाषा के अनुसार, निर्दिष्ट श्रेणी अभिसारी ξι 


उप-प्रमेय : (i) यदि एकांतर श्रेणी 
1-४9 πο. ο ) unt... 
का प्रत्येक पद πᾶπα पद से लघु है और यदि 
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सीमा १७ =l (५४0), जब कि 2 — ०, तो श्रेणी दो मान, जिनका अंतर! है, के 
मध्य परिमित दोलन करती δι यह स्पष्टतया सत्य है क्योंकि 


HER πα, -- सीमा, 
iE I i es 


(ii) यदि सीमा un= ου, जब कि πι» ००,तो एकांतर श्रेणी 


१८५ — Ug Fig — tg +... 
अनंत दोलन करती δι 
6.92. परम अभिसरण : कल्पना करो कि 
Uy -πα--πα.-|-...-[-πα-... 
एक श्रेणी है, जिसमें कोई पद धन अथवा ऋण हो सकता है, तो श्रेणी 
|u l+ | ४५ |-+---- +l μα | +. 
का प्रत्येक पद धन और संख्यानुसार श्रेणी 2५० के संगत पद के वरावर है। 
यदि श्रेणी Σια अभिसारी है, तो यह आवश्यक नहीं है कि श्रेणी £ | an| 
भी अभिसारी हो। उदाहरणार्थ, श्रेणी 
टाडा τοι. 
अभिसारी है, परन्तु धन पदों की संगत श्रेणी 
MRR SS... 
अपसारी ξι 
उस श्रेणी को, जिसमें धन और ऋण पद हैं, परम अभिसारी श्रेणी कहते हैं जब 
कि श्रेणी £ wa | अभिसारी है । 
यदि Σι अभिसारी और Σ | wa | अपसारी है, तो 5५० को सम्रतिवंघ अभि- 
सारी श्रेणी कंहते हैं। 
उदाहरणार्थ, 
=f ims > ६25 
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सप्रतिवंध अभिसारी श्रेणी तथा 
1, = TE 
l- sbs pt 
परम अभिसारी श्रेणी δι 
कोई परम अभिसारी श्रेणी अभिसारी भी है, क्योंकि 


οο 


०० 
i un < z | un | 


किसी परग अभिसारी श्रेणी के पदों के क्रम भंग अथवा वर्ग करण से उसके 
अभिसरण अथवा योगफल पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता । 

यह गुण सप्रतिवंध अभिसारी के लिए सत्य नहीं है। उदाहरणाथं, सप्रतिवंध 
अभिसारी श्रेणी 


1- है γα ड 
=! $४ tio iu 
=(1-4) i (ot 
ἐπε o ο 
=š (1-α Γό-α Ἱ η. 


अर्थात्‌, क्रम भंग और वर्गीकरण से श्रेणी का योगफल आधा हो जाता है । 


6.93. उदाहरण : (i) दिखाओ {5 श्रेणी 


1 S ।। 
-zti pHo : 


-- 


अभिसारी हे । 


यहाँ पर पद एकांतरतः धन और ऋण हैं, प्रत्येक पद का संख्यात्मक मान पूर्वंगत 
पद से कम है ओर 
सीमा __ सीमा ες, 
nado “० - HN (1/93) =0. 


>. 


अतः श्रेणी अभिसारी ἃ 1 
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(म) क्या श्रेणी 
οι 1 1 
॥ क्सा τα + *........ . 
“परम अभिसारी है ° 
हमको ज्ञात है कि श्रेणी 
1 1 τ 1 
I Ενα νά -- ....... . 


अभिसारी नहीं है; अतः निर्दिष्ट श्रेणी परम अभिसारी नहीं है। 
प्रश्नावली 


ज्ञात करो कि निम्नलिखित श्रेणी अभिसारी, अपसारी अथवा दोलायमान हैं: 
1 1 1 1 


1. = SPP a पदक s FIET क 000 olea 

ES BUS £ _ 1 

zy (αι) (४-1) (८2) (४-2) (8) (949) 
μα Ti TS 1 
ΜΕΘ नाळ) m (5 लघु 5) (5 लघु 3) ( लघु | 

नळ व ८ [अनामलाई, 1949] 

+ x (-)"”= [[अलीगढ़, 1960] 
5. Σ(-)᾽ - š [इलाहाबाद, 1954] 
क्या निम्नलिखित श्रेणी परम अभिसारी ξ 7 
6. 1-4 +4 - š +3- 
7. 53-81-54 — E +... . [राजस्थान, 1959] 
9. 1 - 2-7 3x2— 4z3 -+ 
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विविध अश्नावली , 
ज्ञात करो कि निम्नलिखित श्रेणियाँ अभिसारी हैं अथवा अपसारीः 


1. (1 e z + it 5) +(: न 3) + PG 
[लखनऊ, 1956] 
1 9 3 
पडण याक 2 RS 
[आगरा, 1962] 
3 1 3 -5 
` 133 अज T sapi U 
[सागर, 1955] 
1 1 1 
Oh PRT sa 
[राजस्थान, 1950] 
२८९७-०८ 


(लघु 7०) 








δι 


(लघू 2) L 0) i 
32 


1 
(लघु2)7 τη (लघ्‌ इरः μη (लघु n)? + 
(IN /1. 1.3.5 
k “6 ) ΤΡ [5 G 4 5) ai 
[वम्बई, 1954] 


उन श्रेणी की अभिसरण-परीक्षा करो जिनके n के पद निम्नलिखित हैं: 


πι 


8. ΠΠ [कलकत्ता, 1948] 
9. τσ πα) à [लावणकोर, 1946] 
10. = : [वम्बई, 1952] 
1. στη [अनामलाई, 1942] 


ok I 
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1) — 
12. Aea a ० ETE 1949] 
13. 9 (m+ 1) -१/% - [लखनऊ, 1960] 
14. ॥/ (१४५--1) - y (n-1) [दिल्ली, 1960] 
15. v(m --1) - १/१० . [मंसूर, 1953] 
Sa 
16. ες - [नागपुर, 1948] 
(3.6.9. ... 3n) 22 i अना ग i 
17. 4.7.10. ... (3a F1) (3n F2) 5 [अनामलाई, 1947] 
18. --. (1- 22)०, 0< z°< 1. [लखनऊ, 1953] 


निम्नलिखित श्रेणियों की » के धन मान के लिए, अभिसरण परीक्षा करो: 
3.6.9 3.6.9.12 
5 —— n αἱ 
19. 1+7 πιο aoi. t 7404816 2 te 
[सागर, 1958] 


20. ον σος --.1- = za + ... - 





[पटना, 1952] 





x= 1:3 x 1.3.5.7 αδ 
21. z tza 546.8; 10 
[उत्कल, 1947] 
1 = 1.3 & Š αἲ 
9. ------- πιο. 
τι +š 3'24 5 दा 7 नट 
[लखनऊ, 1962] 
2 , m x 
23. τ sss ΗΕ. क [आगरा, 1959] 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
94. 1 + ər + a ΠΕ τ कता दिक: [वाराणसी, 1949] | 
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28. 1+ 5 2 + _ ᾳ5-]- नर 23 > gai 
| [सागर, 1962] 
α(α--ο a(a-Fe) (८--2८ 
२. ΣΕΠΕ” न 161 ees 
27. ५*(लघु2)१-]- ८ (लघु 3)१-- a (लघ 4)α +... : 
[लखनऊ, 1960] 
Un ο ९६--८4%पा-|- ४७2-- 00४7० -]- 
vay nef anki Foo Fen 
जिसमें k एक धन पुणं राशि है, तो दिखाओ कि 
wy +u, Fug -|-....... 
अभिसारी है जव Α-α-1 धन Š और अपसारी जब A --α-- 1 ऋण अथवा 


शून्य है। [इलाहाबाद, 1943] 
29. यदि श्रेणी 2५०, जिसका प्रत्येक पद घन है, अभिसारी हो, तो सिद्ध करो 
कि 2७१ भी अभिसारी δι ͵ [लखनऊ, 1958] 
30. यदि 2८७ अभिसारी ἃ, तो दिखाओ कि Σιο/(1-|-“α) भी अभिसारी 
ë! [लखनऊ, 1957] 
31. यदि Eun अभिसारी है और unl, तो 2५०/(1 ¬ ०) की अभि- सरणं 
परीक्षा करो | [लखनऊ, 1950] 


32. यदि Σω" अभिसारी है, तो श्रेणी (४) Σια, और (ॐ) 
Σια लघु} की अभिसरण परीक्षा करो। 
(लखनऊ, 1950] 


अध्याय 7 


आवर्ती श्रेणी 
7-1. कल्पना करो कि श्रेणी 
Uo -FHU ० --- uaa... ue... 
में किसो परिमित संख्या से और उसके पश्‍चात (%--1) क्रमिक पदों के गुणांक 
१७४ ध्यान1 Pains... pm ९७-०७ 0, 
जिसमें m एक नियत धनात्मक पुणं संख्या और 7,, 2», - - - , γα अचर हैं, के समरूप 
सम्बंध से जुड़े हैं; तो श्रेणी (1) को आवर्ती श्रेणी कहते हैं। क्रमिक गुणांको को 
सम्बद्ध करने वाले समीकरण (2) को आवर्ती श्रेणी की सम्बन्ध-मापनी कहते हैं। 
उदाहरण,र्थ, श्रेणी 
2--32--322-- 928 +... 
एक आवर्ती श्रेणी है और इसकी सम्वंध-मापनी 


Un — 3709...1 2१९७-20. 
δι 


7-2. सम्बन्ध-मापनी से आवर्तो श्रेणी ज्ञात करना: यदि किसी आवर्ती श्रेणी 
की सम्बंव-मापनी और उसके प्रारम्भ के पद पर्याप्त संख्या में दिए हों, तो उस 
श्रेणी के जितने पद चाहें उतने पद ज्ञात कर सकते हैं। 

कल्पना करो कि किसी आवर्ती श्रेणी की सम्बंध-मापनी 


Un — διίη--1 F 2१७-2 = 0 


है; तो 
Un =Əwn—1 — 2%n—_a - 
अतः 
Ug = 3⁄4, — 200 , 
Ug = 3९७० — 2९5 , 
š Ug = 3४४8 — - 26, , 
इत्यादि 1 


स्पष्टतया, यदि आवर्ती श्रेणी के प्रथम दो पद दिए हों, तो उसके जितने पद 
चाहें उतने पद ज्ञात कर सकते हैं । 
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उदाहरणार्थ, यदि प्रथम दो पद 2 और 32 हों, तो 
u, =3.3 - 2.25 , 
१८६ =3.5 - 2.39 , 
१८७ —3.9 - 2.5=17, 
इत्यादि और आवर्ती श्रेणी 


2-3» -- 5४१-|-9४--1 7४ -]-,.. 
है। 

73. आवर्तो धणी से सम्बंध-सापनी ज्ञात करना : हमने पूर्वगत अनुच्छेद में 
देखा है कि किसी आवर्ती श्रेणी की सम्बंध-मापनी और प्रथम कुछ पदों की सहायता 
से उस श्रेणी के शेष पद ज्ञात किए जा सकते Š । अब हम यह ज्ञात करेंगे कि श्रेणी 
ज्ञात करने के लिए न्यूनतम पदों की संख्या क्या होनी चाहिए। इसकी सहायता से 
निर्दिष्ट आवरत! श्रेणी की सम्बंध-मापनी ज्ञात करते की विधि ज्ञात कर सकेंगे । 

कल्पना करो कि किसी आवर्ती श्रेणी की सम्बन्ध-मापनी 
Un Pi πα + Upana = 0 (1) 


के समरूप है। इसमें दो अचर p, और 7 हैं और इनको ज्ञात करने के लिए दो 
समीकरणों की आवश्यकता है। ये समीकरण 


(2) 
लिए जा सकते हैं। अतः सम्वन्ध-मापनी ज्ञात करने के लिए आवर्ती श्रेणी के चार 
क्रमागत पदों की आवश्यकता है। 

सामान्यतः, यदि सम्बन्ध-मापनी 


१७ यप ९-५ -Pz १-2 +- ७ १७-०७ =0 (8) 


के समरूप हो, तो इसमें m अचर होंगे और इनको πια करने के लिए m समीकरणों 
की आवश्यकता होगी । इनमें से प्रथम समीकरण में श्रेणी के (7-1-1) पदों के गुणांक 
होंगे। शेष (πι- 1) समीकरणों में से प्रत्येक में एक अतिरिक्‍त गुणांक होगा। इस 
तरह m अचरों और उनके द्वारा सम्बन्ध-मापनी को ज्ञात करने के लिए आवर्ती श्रेणी 
के (m--1)--(m—1)=2m क्रमागत पदों की आवश्यकता होगी । 


४५ F 201 %1 220030 } 
और ug. Pits 220९2 =O 


134 . बीजगणित 


विलोमतः, यदि किसी आवर्ती श्रेणी के 2m क्रमागत पद दिए हों, तो हम (3) 
के समरूप सम्बन्ध मानकर » अचर Pas Pas 223५ - - Pa को m समीकरणों की 
सहायता से ज्ञात कर सकते ë| यदि सम्वन्ध-मापनी में m S कम अचर होंगे, तो 
एक या अधिक अचर Pm, ०-1 ,... का मान शून्य आ जाएगा। 

यदि किसी आवर्ती श्रेणी के दिए हुए क्रमागत पदों की संख्या 2 +1 हो, 
तो भी (3) के समरूप सम्वन्ध-मापनी मानी जा सकती है। परन्तु अव m अचर 
PPa r-o Pa को सम्बद्ध करने वाले m-l समीकरण लिख सकते हैं। इनमें 
से किन्हीं m समीकरण की सहायता से यह m अचर ज्ञात किए जा सकेंगे 
और शेप समीकरण इस प्रकार से प्राप्त अचरों के मान से स्वतः ही संतुष्ट हो 
जाएगा। 

उदाहरण : आवती श्रेणी 

2-32-52 0 F....... (1) 
की सम्बन्धमापनी ज्ञात करो। 

यहाँ ९४८७ ८८2, ९५39, ४५ =5 और ४३८८० $ अतएव कल्पना करो कि 
श्रेणी (1) की सम्बन्ध-मापनी 

१९७ 9100-३2-23 0 
δι 
सय्वन्ध (2) में n=2 और n=3 प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
5+ ὃρι + 29५2 5८०, l 
9+5p, 1372 =0. š 
इन समीकरणों को हल करने पर 71-3 और p, 2 प्राप्त होता है | 
अतः 
; Un — 3un—1 -Ἱ- 20-20 
वांछित सम्वन्ध-मापनी है। 


प्रश्‍नावली 
1. यदि किसी आवर्ती श्रेणी के प्रथम दो पद 21-32 और सम्बन्ध मापनी 
tn “7 Sun— 1 Suns = 0 


हो, तो श्रेणी के अगले तीन पद ज्ञात करो। 


πει 


πμ μή 
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I 
2. उस आवर्ती श्रेणी कौ सम्वन्ध-मापनी ज्ञात करो जिसके प्रथम चार पद 
1-|-34-|-δα8-]- 1423 


> 


हैं। 
3. आवर्ती श्रेणी 
2 -HTx -H2522 -+9123 H... 
कौ सम्वन्ध-मापनी ज्ञात करो | 
4. दिखाओ कि श्रेणी 5(5--3०) 2० एक आवर्ती श्रेणी है । 
5. दिखाओ कि निम्नलिखित व्यापक पद वाली श्रेणी आवर्ती श्रेणी हैं और 
उनकी सम्वन्ध-मापनी ज्ञात करो। 
(i) un=A -ΓΒη On , 
(ii) un=324 -|-4πΒ. 
7-4. श्रेणी संकलम : किसी आवती श्रेणी 
Ugo १९1९ u 22... (1) 
के ग्रथम n पदों का योगफल ज्ञात करना। 
कल्पना करो कि श्रेणी (1) की सम्बन्ध-मापनी 
१७ -|-Ρη"π--1-[- pan g 75० ५ (2) 
और प्रथम n पदों का योगफल Sn है; तो 
Sn=ug ९९५४१८७४९० +... μιαν a 
2128909 P totp.. -Pun 
22408 792१0 ९१--. - .स2९0-832002-0002000-9व 
ὃς Paun- αρα τὰ 
योग लेने पर प्राप्त होता है 


(1+ p1 +P) Sn=to -: (९५०100०) ४ (21९७-17 paun-a ja, 


Pps un- yz, 
क्योंकि शेषपद (2) के कारण शून्य हो जाते Š! 


अतः 
g. — to (αι ७१४७०) | (Prun F 29 ०-9) श्र pauna ५ 
παπα +P »रन-222 ४ 1 -ρια- ραπ 


(9) 
यदि [πετ आवर्ती श्रेणी की सम्बन्ध-मापनो में दो से अधिक अचरं हों, तो भी 
उसके n पदों तक का योगफल इसी प्रकार की विधि से ज्ञात कर सकते ξι 


TT, TN कल: mmacs s me m “>. काल -२ के .- 
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उप-प्रमेय : (1) यदि श्रेणी (1) के % पदों का योगफल 2 के किसी विशेष मान 
< के लिए ज्ञात करना हो, तो 2 = < योगफल (3) में प्रतिस्थापित कर देते 
हैं । परन्तु, यदि 2= ος, समीकरण 
1 +p,z—+ 29222 = 0 
का एक मूल हो, तो वांछित योगफल ज्ञात करने के लिए S, की सीमा, जव कि 
2 ¬> x, निकालनी पडती है ! : 
(४४) यदि आवर्ती श्रेणी (1) अभिसारी हो, तो उसके अनन्त पदों तक का 
योगफल 
ας सीमा α.- “ο (४५ Ἔριυρ}α 
n> co 1px HP? र 
क्योंकि यह सरलता से दिखाया जा सकता है कि श्रेणी (1) के अभिसारी होने 
के कारण 
सीमा (१९९८-५४ ९०-७४ ) ४८१ pg ध्या ιαπ 
n=> co 1 --71 P22? ων, 
7-5. जनक-फलन : कल्पना करो कि आवर्ती श्रेणी 
Uo uz wag... (1) 
को सम्वन्ध-मापनी 
१७91 १४-71 Pz Un- 5८० (2) 
है और केवल 7५,2, ४०, Uas दिए हैं; तो भाग करने पर 
uo (u, +21 uo) 
1212 22५ 


ων μα. (Prt Peso)" pats 
° + IED αὖ + pa22° ü 


१८2८० - Pa ui x 


=o +“, + 1 याय η ( 2) के कारण ἃ, 


Pila F Poty ) BH PoU A 
=uo LO 55 12 LE i 


τι r) ΠΣ 


iF. 


- - ΠΕ 


` ροκ - 
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=u + wuiz-- ४५० -- - - -H unm ४05२ 


(४1९७० Pauna) ४० -- Poun 1 #ए+7 (3) 
1+> 12 + Po x? 
इस प्रकार (ú, —Dpiuo)z को 14-12-222२ से भाग कर आवर्ती श्रेणी के 
कितने ही पद प्राप्त किए जा सकते हैं। 
वास्तव में यह » की आरोही क्रम घातों में व्यंजक 
πο -- (९४1--701%0 )» 
1-- 21 » + 2५४ 
के विस्तार की विधि है। यह विस्तार किसी अन्य उपयुवत विधि से भी किया जाः 
सकता है। i 
व्यंजक (4) को आवर्ती श्रेणी (1) का जनक फलन कहते हैं क्योंकि इसके 
विस्तार से श्रेणी (1) के सव पद उत्तरोत्तर प्राप्त किए जा सकते हैं। 
संबंध (3) से स्पष्ट है कि जनक फलन (4) आचर्ती श्रेणी (1) के तव 
ही तुल्य होगा जव कि 
सीमा (piwua=i F Paun- 2 ) 03 --ρο πι 2n+1l 
n> ०० 1-- 291» p22? 
अर्थात्‌, (1) अभिसारी श्रेणी हो और उस दशा में श्रणी का जनक-फलन एवं योगफल 





0; 


πάση होंगे। यदि श्रेणी अभिसारी न हो, तो उसके योगफल का अर्थ नहीं होता और 


उसका जनक फलन केवल एक औपचारिक व्यंजक होता है जिसके विस्तार से आवर्ती 
श्रेणी के पद ज्ञात किए जा सकते हैं। 

यह दिखाया जा सकता है कि» के पर्याप्त लघू मान के लिए प्रत्येक आवतं 
श्रेणी अभिसारी होती है और अतः जनक-फलन एवं योगफल πάση होंगे। 


7:6, ब्यापक पद : हमने पूर्वंगत अनुच्छेद में देखा है कि अभिसारी आवर्ती 
श्रेणी जनक-फलन एवं योगफल adaa होते Š, अर्थात्‌, 
४७ + (wu, -- 21% ) ४ «5 
Mm ता 22 οσο 
1-91 «न॑-2५ ० 0 


अतः आवर्ती श्रेणी का व्यापक पद Un जनक फलन के विस्तार के व्यापक पद 
के वरावर होंगा। जनक फलन का विस्तार आंशिक भिन्नों में विघटन कर अथवा किसी 
अन्य उपयुक्त विधि से किया जा सकता है। 
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77 आवतों श्रेणी 5५० : यदि आवर्ती श्रेणी 
tow ju, +... Funt... 
के पदों में α संयुक्त न हो, तो उसके जनक-फलन इत्यादि ज्ञात करने के लिए » से 
संयुक्त पद वाली आवर्ती श्रेणी 
Uo ९९1४ wet... une... 
के जनक-फलन इत्यादि ज्ञात कर उसमें α--1 प्रतिस्थापित कर देते δι 
78. उदाहरण: (i) उस आवर्ती श्रेणी के जनक-फलन, व्यापक पद और | 
i 
| 
4 





JIA n पदों का योगफल ज्ञात करो जिसके ग्रथम चार पद्‌ 1- 7&.- ४१ 432१ 
gin [सागर, 1952] 
कल्पना करो कि दी हुई श्रेणी की सम्वन्ध-मापनी 
१९७ P Un=1 -FI Una 0 
है; तो क्रमशः 2-2 और 3 लेने तथा Ug = - 43, ४४५ =- 1, ९५ 3-7 और 
१८०31 प्रतिस्थापित करने पर निम्नवर्ती समीकरण प्राप्त होते हैं 


=1- Πρ + “= 0, 
— 43 —p — 74१0. 


. 7-1, ४-०. 
अतः सम्बन्ध-मापनी 


Un — Un=1 — Una = 0. (1) 
अब यदि जनक-फलन 8 हो, तो 
S=1 - Tg — 2? — 4328-... 
—zS= --ᾱ-Γ-τα" --αδ-]-.... 








—6z2S= — 622-422 -]-.... 
योगफल लेकर 1-2 - 62 से भाग करने पर प्राप्त होता Š 
1 - 82 
S = —— ——.—————- 
(1 - 32) (1--22) ' (2) 
κ, {3 1 
Iie 1-32' 


a — ——.te 


νο ο 
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--3(1-|-8α}-!-- (1 - 32) ग. 
द्विपद-सिद्धांत से विस्तार करने पर सरलता से देखा जा सकता कि 
१७--1 ΞΞ3( --2α)α-- (3८) (3) 

दी हुई madi श्रेणी का व्यापक पद δι 

अब श्रेणी के प्रथम n पदों का योगफल अनुच्छेद 7.4 की सहायता से सरलता 
से ज्ञात किया जा सकता ; परंतु निम्न-वर्ती विधि अधिक सरल पड़ती है 

व्यापक पद (3) में »=1,2,3,- . ., ¬ 1 लेने पर प्रथम n पदों का योगफल 

= --(-2०+(-2०*+(-००)१+- -+ (29) ὴ 


-(1 + (32) +(3»)*-- (8α}5--.., + (32) १7] , 
1- ( -2=) 1- (32) 


=2 





1-22 1— 3४ 
(ü) आवती श्रेणो ू 
2-0 + 14 - 30... - - - - ; (1) 
के ग्रथम n पदों का योंगफ़ल ज्ञात करो । [मद्रास, 1949] 


अनुच्छेद 7:3 के अनुसार इस श्रेणी की संबंध-मापनी 


Un — Sun 1 + Sun 2 Ξ-0. ( 2) 
πα (1) की संगत घात श्रेणी . 
2 --62--1429--3023--...--.- - (3) 


पर विचार करो। 


इसका जनक फलन यदि & हो, तो 
=2-F6z--14z2 --30०8-- -. 


- 3%9-- -06%- 18:2४ -- 4229 -- . . « 
2228 = 4x} 122... 
योग लेकर 1 - 32-।-22 से भाग करने पर प्राप्त होता Š 
2 4 9 
=== = ο ει (४) 
1-32-22 1-22 1-» 


` प्रत्येक भिन्न का द्विपद-सिद्धांत से विस्तार कर, विस्तार में ५ 1 प्रतिस्थापित 
करने पर हम देखते हैं कि मूल श्रेणी के प्रथम πι पदों का योगफल 
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=4 (1 4242+... -|- 2०-7० ) 

¬ (2--2--2--. - .७ पदों तक), 
२-4 (27 -. 1 ) -- 2n, 
=m m — 4. 


l प्रश्‍नावलो 
निम्न-लिखित श्रावर्ती श्रेणियों के जनक-फलन, व्यापक पद और प्रथम η पदों का 
योगफल ज्ञात करो: 
1. 2--32--522--923--..... 
« 7--02-0922--2726-- 
निम्नलिखित श्रावर्तो श्रेणी के प्रथम » पदों तक का योगफल ज्ञात करो 
3. 272-252-912... . [नागपुर, 1948] 
4. 1--13--7--10--......... 
5. 1--2--5--2--.......... 


विविध प्रश्‍नावली 
निम्नलिखित आवर्तो श्रेणी की सम्बन्ध-मापनी ज्ञात करो: 
1. 2 5z—- 22-723 +- 2024 -- 6125 -H 1822९ -]-....., 
2. 9- 72-142 123-4424 -23x5 {-2542°-...... 
3. दिखओ्रो कि श्रेणो जिसका व्यापक पद 
१७ = (4 Bn )2nzn 
है, एक आवर्ती श्रेणी है और इसकी सम्बन्ध-मापनी ज्ञात करो ι 
4. दिखाओ कि श्रेणियाँ 
(i) IP- 2-4 32-[-. . .-.-७४१--. .. . . [सागर, 19621] 
(ii) 15|533-83-]-...-]-ηϑ-].,.... 
आवर्ती श्रेणी हैं और इनकी सम्वन्ध-मापनी ज्ञात करो। 
निम्नलिखित आवर्ती श्रेणी की सम्बन्ध-मापनी एवं जनक-फलन ज्ञात करो: 
5. 2-|-δα-]|-10α5-|-1Τα3-|-26α4-|-8ταδ-]-,....... 
[उत्कल, 1949] 
6. 3-52-92 {-152 {-2321 33z5--......... 
[दिल्ली πτο, 1953} 
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निम्नलिखित madi श्रेणी के व्यापक पद πια करो: 


7. 2—5z--5z2— 3523 -|-.... [कलकत्ता श्रा०, 1953] 
8. 1--6z-24x2 ---θ4αδ-|-.... [कलकत्ता आ० 1956] 
9. 4-:-θᾳ--2103 -|-δ1ἳ -|-. . . . [दिल्ली आ०, 1960] 
निम्नलिखित madi श्रेणी के प्रथम n पदों का योगफल ज्ञात करो: 
10. 389-144-1520... ` [πππῖ, 1957] 
11. 2513-35-97 -Γ-....... [दिल्ली ग्रा, 1954] 
12. 2- 5--29-89--....... σος [नागपुर, 1949] 
19. ग्रावर्तो श्रेणी 
1 +6 -+40 -+-288+-.. 


को सम्वन्ध-मापनो, »वाँ पद और प्रथम n पदों का योगफल ज्ञात करो। 
[कलकत्ता आ०,1958] 
14. उस ग्रावर्तो श्रेणी का παῖ पद ज्ञात करो जिसके प्रथम चार पद 
1--2४-- 72 -+ 2028 δι इसके प्रथम » पदों के लिए योगफल भी ज्ञात करो 
जब कि z— - 1. (नागपुर, 1948) 
15. दो श्रेणी 
0ο 
anta ग्रोर Ὁ baz" 
0 ; 
की सम्वन्ध-मापनी क्रमशः 1--४०४--५८४ और 1-72-82 हैं। दिखाश्रो कि 
श्रेणी जिसका व्यापक पद (०० -+-४०) 2 है एक आवर्ती श्रेणी है और उसकी सम्बन्ध- 
प्रापनी 


DMS 


14-(pr) 2 (१४-४४) (arpe) 22 4००४ है। 


αι + ----- 09 4 (1) 





के समरूप व्यंजक को, जिसमें 6,,0 ,»,०५,०४., - - कोई भी संख्या हैं, वितत भिन्न कहते 
हैं। इस अध्याय में हम केवल 

1 2) 

τας J (2) 

6५ +— 


as +... 
जाति की भिन्न का अ्रध्ययन करगे। इसमें αἱ ag... धन पूर्ण संख्या Š परन्तु αν 
शून्य भी हो सकती δι इस प्रकार की भिन्न को सरल वितत भिन्न कहते हैं और 
सरलता के लिए इसको 
1 
ih Pra ER नीर ( 3) 

को भाँति लिलते हैं। 

जव भागफल ८५ ,७2,७3, - - - संख्या में परिमित होते 
सांत और जब अपरिमित, तो वितत भिन्न को अनन्त कहत 

सामान्य ग्रंकगणतीय विधि से किसी सांत वितत भिन्न का मान निकालने के 
लिए भिन्न को दक्षिण वाह्य पद से वाम पक्ष की ओर (श्रथवा तल से उपरि दिशा 
की ओर) क्रम से सरल करते हैं। इस भ्रध्याय में हमारा ध्येय वाम बाह्य पद (अथवा 
शिखर) से आरम्भ कर भिन्न के सन्निकटन प्राप्त करना एवं इन सन्निकटन के गुण का 
अव्ययन करना है। 


तो वितत भिन्न को 


= 

Q 
5 
Qe 


इस प्रकार राशियाँ 
1 


πο. (4) 


८-,७1 H> |, G ΠΡ 





Ror anu nt; |; 7 
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वितत भिन्न (3) की सन्निकटन gl इनको वितत भिन्न के प्रथम, द्वितीय, तृतीयः 
.... अभिसृतक कहते ë! 

8:11. उदाहरण ¦ {वतत भिन्न 
DO 
ST p ora 
का मान ज्ञात करो और इसके क्रमिक aaan लिखो! 
वितत भिन्न --δ RSS πα μη È 











4 +—— 
9 A ssia ' 
Na 4 
1 
= bi + 9/4 
=3 -44/40 , 
=129/40 : 
प्रथम ग्रभिसृतक =; 
वती 1 13 
πω =¬ 
1 2 _ 29 
तृतीय 3 = 3 + 4 F4 ='3 + 9 9 ; 
के Š 1 
ग्रार चतुथ ,, =3 + 1 ; ; 
4 + I 
2) m 
πη 4 
199 
न्या 


8:2. साधारण भिन्न को सरल वितत भिन्न मे संरूपांतरित करना ι 
कल्पना करो कि mja एक साधारण भिन्न है। m को » से भाग करो। यदि 
तव ८, भागफल एव  शेषफल हो, तो 


m p 
— = (Q ~ = Q + 
n L - 


Ei 
n/p ` 
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को p से भाग करो और तव यदि a, भागफल और q शेषफल प्राप्त हो, तो 


n q 1 
~ =a q = . 
Ῥ a + p astoa 
5η; ξ 
7 1 
1 Γρ डार 


इसी प्रकार हम p को 4 से भाग कर भागफल ας. और शेषफल r प्राप्त कर 
-सकते हैं; इत्यादि-इत्यादि। इस भाँति 

j m 1 

i+ ah ०8 + 

8:21. उदाहरण : (i) भिन्न 129/40 को सरल वितत भिन्न मे अभिव्यक्त 

-करो। 
129 9 
भिन्न = 347p’ 


(ii) भिन्न 798/383 को वितत भिन्न में संरूपांतरित करो! 
“98 और 383 के महत्तम समापवर्तक निकालने की विधि से प्राप्त होता है: 
383) 9 8 (2 
766 
32)3 8 3(11 
३52 
31)3 2(1 
31 
1)3 1(31 
31 


— V 


Χ 
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ππατ 4५ 11 383 798 | αι 
* 352 766 > 
a, ४81 31 "च =as 
i | 31 31 


अतः क्रमिक अभिसृतक 2, 11, 1, 31 और अतएव वितत भिन्न 
: 1 TEST 
Har T aD ae SN 

प्रश्‍नावली 


निम्नलिखित वितत भिन्न के क्रमिक ग्रभिसृतक ज्ञात करो: 


------ ------- -----. >) | 


5 5-1. Τ.Ε 
ΤΣ [-1--2--9--3 
1. 1 ΓΣΠ 
Ferrier 
निम्नलिखित denni को वितत भिन्नो में संख्पांतरित करोः 
15 i 6. 217 1189 
38 ` ` 502 ` ` ३927 ` 
8. -37. [आगरा, 1950] 9. -3118 10. 4:771. 


8:3. अभिस तक का एक गुण: किसी सरल वितत भिन्न के अभिस॒तक 
उससे एकान्तरतः कम . ओर अधिक होते हैं । | 
१० 


1 A 
ες बीजगणित 
कल्थना करो fr 
1 1 
Fh Εντ ἐφ 1 
Πρ ορ (1) 


aza वितत जित है, जित्जे परिकल्पता से, αγαγα,,......, वत पूर्ण संख्या हैं 
परन्तु αι शून्य भी हो सकती है | 
प्रथम श्रभिसुतक αι वितत भिन्न (i) से कम है, क्योंकि हमने एक वन भाग 


1 1 
an -Ἱ- as + sve १७१०८७ sa... 
छोड़ दिया है 
द्वितोबर πῖππτπ αι -|-1/αα वितत भिन्न (1) से श्रावक < क्योंकि हर aa, 
चन भाग 
1 1 
αν σπα ---”'- š 


छोड़ने के कारण वितत भिन्न के हर से छोटा τι 
तृतीय ग्रभिसृतक αι --1/(०५ -1/४3) वितत भिन्न (1)से कम है क्योंकि 
हर के एक भाग को छोड़ने के कारण a,--las वहुत अधिक है; इत्यादि। 
अतएव प्रमेय प्रमाणित हो जाता Š! 
8:31. उपप्रमेह: यदि निर्दिष्ट भिन्न उचित भिन्न हो, वो αν =01 एसी 
दशा में TTT ग्रभिजतक को शून्य मान लिया जाये, तो पूवगत प्रमेय स स्पष्ट कि 
τετ साधारण भिन्न को सरल वितत भिन्न के वियम क्रम के समस्त अभिसृतक भिन्न 


से कम और सम क्रम के समस्त श्रभितृतक भिन्न से अधिक l 
8.4. अभिसृतक विरचना : किस सरल वितत भिन्न के क्रमिक AATA 
विरचना का नियम जात करना : 
कल्पना करो कि वितत भिन्न 
E 1 TiS raq 
a 
RE, as as 
है। परिमापा के अतुतार, ईतके क्रमिक अभिसृतक 
nor o 1—+ayaaÍ ay (Y fads) ha 


a. - 
1? 1 a 7,515 , ,«. E E RNIN 
a2 o a Fl 20! ! | 


कडे के 
δι ο... 


— ὓϱ.ἓ.--λλ 


rn —— 


U o 


mp nee pe 


| 0१11851 


ejeren rr 
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हैं । यदि इन श्रभिसृतक के अंश को क्रमशः ?1, Do, Pau 
qr, σα, ५3, - - - से सूचित करे, तो 

283०४9७ +21 AR १8०३१2 "σι 
इसी भाँति pa और ५५ को ग्रभिव्यक्त कर सकते हैं । 
अतः कल्पना करो कि 


.... और हर को क्रमशः 


Pn—dn Pn- --- Ῥπ-- ; > 
और dn =—dndn-1 —-do-a « ( 1 ) 
तथा कल्यना करो कि यह सम्बन्ध n के कितो विशेष मान के लिए सत्य हूँ; तो 


tnh angn-1 Pn-a 
nat अभिसतक = ----------. 
s ann- + Jona 


स्पष्टतः (»--1) वाँ ग्रभिसृतक को nat अभिसृतक में ०० के स्थान पर, 
4०र--1/००+7_ रख कर प्राप्त कर सकते हैं। अतः 


n -l/an+ 1 ) dn-L-- dna . 2 





(n+ 1 ) वाँ ग्रभिसृतक = (anlan+1) 2-7 HPna 


__40+1 (an Poit Poa) -pa-t 
an+1 (an 4४-1-79०-3 ) -[-4α-1 2 


an+1 α-[-Ρη-1 ; 
.1 ° t 
an+1 {o-do-1 (य). से" se 


इससे विदित हैं कि (2--1)वाँ अभितृतक भी mal, ्रमिसृतक,की भाँति 
नियम (1) से निर्मित किया जा सकता है। 


अतः यदि नियम (1) nat अभिसृतक, के लिए. सत्य ἃ; τὶ (n-F1)at 
त्रभियृतक के लिए भो सत्य दोगा। परन्तु हमने देखा है. कि यह तृतीय अभिसूतक 
के लिए सत्य है; πα: गणितोय आगमन से यह 2 के प्रत्येक मान के लिए सत्य है। 
85. क्रमिक अभिसृतक में सम्बन्ध :- यदि किसी सरल Radan nat 
अभितृतक 77/५० हो, तो कभ 
Pndn—1 — {αΡη-. = —.1 ) πο, 2138 
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कल्पना करो कि सरल वितत भिन्न 
1 1 
αι Asa αι Aes 
है; तो 
40949... 3 — Infa- 
= (anpn-1 Fo) In- — (ando—1-dr—2) ७७-१८ 
=( — ) (४७-१पण-& — dn-1 Fra), 
= ( — )° (४-६ dos — dna 2-3) - 
इस विधि के पुनरावृत अनुप्रयोग से 
Dngn—1— gapo = ( ) ००2 (9291 ४273) 
प्राप्त होता है। परन्तु 
21 ax, ४1371, 7230102 ΓΙ, ४2२००, 
τῆτ इस कारण 
Padi —daPi= (aids! ) - ०14१ =1 = ( — )°- 
अत: 
Pndn—1 — QnDn—1 = ( _ ) n, 
यह सूत्र उन सरल वितत भिन्न के लिए भी सत्य है जिनमें a, शून्य है, परन्तु 
शते यह है कि 1/८५ को द्वितीय अभिसृतक माना जाय । 


उप-प्रमेय : 1. किसी सरल वितत भिन्न का प्रत्येक अभिसृतक अपने लघुतम 
पदों में होता है; अर्थात, pa और % में कोई उभयनिष्ठ गुणनखंड नहीं है वयो कि, 
यदि ऐसा होता, तो उससे Pala- - १०००-1 ; aqa, संख्या 1 विभाजित हो 
जाती, जो कि सम्भव नहीं δι - 
2. nat ÑT (n— 1)at अभिसृतक में अंतर 
ρα _ 20-71 __ Pala—ı~ JnPn-L 
TrA F. qn—1 ΚΣ dndn—_1 
1 


द = ध474०-7 
8:51. gata : यंदि £5/४७ वितत भिन्न 
1 1 1 
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का nat aigas हो, तो दिल्लाओ कि 


( 1) Pa Pati = Po- Pot Ó+ PaPn+3 ν 
और ( ii) Ῥηξαπ- 1. 
इस श्रेणी के सब भागफल α हैं; इस कारण 
20-82 = G Poti 9० , 


[सागर, 1950] 





ओर Po- =Pon+1 — ०७०. 
अतः Po—1iPn+1 - Pa Potz 
= (Pa+ı - αρα) ७७७० F (९७२० + ρα) 22७ 
= P'n+ı + Dn 
MS. 1 
(ii) ॐ ~ स ~...» भागफल तक, 
Tn ratata 
= ΤΠ 
और m s ... (m— 1) भागफल तक। 
os a4 a+ a+ 
1 —L य 
अतः Ρα/ρα = - << 








G+ dol  aqarDa-, 


क्योंकि ग्रभितृतक अपने लघुतम पदों में होते हैं, इस कारण अंश बराबर होने 
चाहिए; अर्थात्‌ 


Pan = n-i. 
(म) दिखाओकि प्रथम और ५५ प्रभिवृतक में संख्यात्मक अंतर 
1 --- (aje 
EKAA , lalz १३१७ ` dnan ` 


[इलाहाबाद, 1950] 
हमें ज्ञात है कि 


— — ——. = 





` इसमें क्रमश: १-2, 3; 4, ,... रखने पर प्राप्त होता है 


Ta Py DE 
da { १४1१2 
23 2s 1 
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pa Έα {(-). 
qn qn- 41-49 ` 
अतएव योग लेने पर प्राप्त होता है 





τινες. VST) 
Qa Q, lfa Ials + ` mah” 


प्रश्‍वावंली 
यदि 77/47 वितत भिन्न I 
1 1 #51: 
a1 उ CS EET a ae 
का rat अभिसृतक.हो, तो दिखाश्रो कि 
Pn 1 1 1 1 
1. क्त hasa: aF १५0 aTa, : 








[गोरखपुर, 1959] 
σα 1 1 ο >" | 





a ------- -् = UU 
ση- 1 z ar an- 1+ απ-ο + 


8 
9 


[गोरखपुर, 1959] 


3. φερει — 777-1 ` "θα 
do4ı — १7-7० n` 


(= Ῥπ-ι qn+2 dn—1 
τα κ ος FA ς X κ -. 
[सागर, 1957] 
5. Dn Qo-2— १० pn—2 = ( ) n—2 (as anil ) 
6. (कस ७-३) — (Pua 99 फर कजय) 
: - = (an— anti) Da-1 Qa 
यदि बितत भिन्न MP 
1 1 LEHOR G: 23 


FR 
NR ο ता, 
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का nth अ्रभिसृतक 7/2 हो, तो सिद्ध करोः ˆ 


7. dan = Panti [यू० पी० सी० एस०, 1955] 
S. qan j-i = š Pan 
9. rans =7 an 0429 » 
10. gents = apen (ab 1) ολα. [πππτι, 1948] 
9-6. आंशिक और पुर्ण भ गफल : कल्पना करो कि किसी सरल वितत भिन्न 
1 1 1 τ 
= so ERR πο, 1 
aye aa + a an} doi (1) 
का nat ग्रभिसृतक 7/५० है; तो ; 
pa 1 1 1 
q =a as दी, 


स्पष्टतया, वितत भिन्न (1) को 77/० में ०० के स्थ.न पर, 
1 ie 2 नम 
k= an क जल ς ο 
प्रतिस्थ.पित करने से प्राप्त कर सकते हैं। .इस कारणं सामान्यतः ८० को καὶ 
आंशिक भागफल तथा # को nat पूर्ण भागफल कहते हैं। . ' ` if TE 
हमको ज्ञःत है कि 
Pa dopo t Paa. 
qn ~ 4॥2०-1 -|-ᾷα-4᾽ 
अतः, सरल वितत भिन्न_ वा रा 
४-1 + Pn-a 
kqo—1 + (६७-4३ š 
अब हम इन भ।गफल से सम्वंधित तीन प्रमेय सिद्ध करगे। . 
8-51. प्रमेय 1 : प्रत्येक 'अभिसृतक पूर्वगत अभिसृतक की अपेक्षा सरल 
वितत भिन्न के मान का [निकटतर सन्तिकटन होता हैं ः 
कल्पना करो कि सरल वितत' भिन्न का मान 2 है ओर 7०/१० और 
2०+1/4०+1 इसके दो क्रमिक अभिसृतक हैं; τὶ अनुच्छेद 8.6 से 
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i Kpn+1 -- Pn 
Eqa+i Fon ’ 


जिसमें k वितत भिन्न का (»-{-2)बाँ पूर्ण भागफल है । 





on (Pati tpa) % — (Έσω + gn) Pa | 
Tn (kgn+1 gn) ५७ 
k 
(Eqa+1 dn) qn * (1) 
सौर 2 — 2०% (k pa+i pa)do+1 — (k σαι fn) 227+1 
Tn+1 (kpn+1--do)doy1 i 
1 
CT य 2 
(kgo+1 dn) 611 (3) 


स्पष्टतया, (2) से (1) अधिक है क्योंकि ८:>1 और %<८४०--०। πα: 
27+7/4०+३ पूर्वगत अभितृतक 2०/० को अपेक्षा श का निकटतर सन्निकटन है । 


उप-प्रमेय : 1. प्रत्येक अभिसतक किसी भी पूर्वगत अभिसतक की अपेक्षा 
सरल वितत भिन्न के मान का निकटतर सन्निकटन होता है ι 


2. (1) विषय क्रम के अभिसुतक के मान स्थिरता से बढ़ते हैँ, परन्तु सरल 
fiaa भिन्न से सदैव कम रहते हैं । 


(i) सम क्रम के अभिसृतक के मान स्थिरता से घटते है, परन्तु सरल 
वितत भिन्न से सदैव कम रहते हैं । . 


8:62. प्रमेय : 2. किसी वितत भिन्न » के स्थान पर καὶ अभिसतक 
2०/4० लेने पर त्रुटि-सीमा असमता ` 





E 1 
qa (daoti ga ) τ ल्न dn < 4747%1 
से ग्राप्त होती है 
अनुच्छेद 8.61 से संख्यात्मक त्रुटि ` : ., 
1. 


Dn EI, πο πως} 
ex qa w σα ( (ए+1 + ga/k) Š . sa (1) 


εντ 


| 
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परन्तु ga /k «41 क्योंकि E> 1 πα; त्रुटि 


1 
पृक Fa) (2) 
से अ्रधिक है । 
पुनः, (1) से त्रुटि, 
1 
dn Iopa ' (3) 
से कम है। 


अतएव प्रमेय प्रमाणित हो जाता है। 
उपभप्रमेय : (3) से स्पष्ट है कि त्रुटि 
L sns 1 
409०५. gn ( dnyidn+ (०-1. ) 
से और इस कारण 
1 

से कम δι अतएव जब ००+ बड़ा होगा, तो त्रुटि कम होगी ।- 

πα: यदि कोई भ,गफल बहुत श्रधिक बड़ा हो तो इसका निकटतम पूर्वेगत 
अभिसृतक वितत भिन्न का पर्याप्त निकट सन्निकटन होता है। . 


8.63. प्रमेय 3 : कोई अभिसतक अपने हर से कम हर की किसी 
अन्य भिन्न की अपेच्ता सरल वितत भिन्न का निकटतर सांन्नकटन होता है । 


कल्पना करो कि paga, 2०--7/4०-1 दो क्रमिक अभिसृतक हैं और < g एक 
एसी भिन्न है जो कि न्यूनतम पदों में है तथा जिसमें 8 < σα रौर <,B घनात्मक 
qi संख्याएं हैं; तो हमें सिद्ध करना है कि š 


s~ za: < z — < Š ᾿ (1) 


š qa 8 
xf सम्भव है तो कल्पना करो कि 


Pa -. ES P य ον ee 2 
मट a σα >= BNP Fr ( } 
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` 


तो श्रपुच्छंद 8.61 से 


७ -- व्य < x “i i 
β पणा. 
परन्तु श्र1च्छद 8.3 से 
Ῥη--. 
6π- 1 





<< Zn ; 
qn 
इसे कारण 
Pool 
σπ--1. 


< Dn 
(<तला 

8 < ση 
अतः 





= Po—L 2 Pn > Fo—1 ae η Tn —1 ——Zn— nu = 1 - 


ος 
β ζωα απ विन dodn—1 ४०%०-५ ” 
ΠΕΙ β 
T οἱ ५-1. ०८8770-7 < ο. (3) 


परन्तु <, B, #४-1 ७-५ पूर्ण संख्याएं हैं ιτ //५% एक भिन्न है। अतएव 
(3) πτεππ है ओर इस कारण. कल्पना (2) सत्य नहीं है। 
στ: ग्रभितृतक pr |qa भिन्न </8 को πετ: z का निकटतर सन्निकटन है। 
8 64. उदाहरण (i) : एक मीटर 39.37079 इ'च के वराबर है। वितत 
भिन्न के fazia द्वारा दिखाओ कि 32 मीटर 35 गज के RIR δι 
ἃ ΚΝΕ i [अआगरा, 57] 
3937079 
3600000 
` संख्याओं 3037079 और 3600000 का लघुतम समापवर्तक लेने पर क्रमक 
भागफल 1, 10, 1, 2, 8, ... प्राप्त होते हैं; अतएव 
ग. -ᾱ 
इस वितत भिन्न के क्रमिक अभिसृतक 1, 11/10, 12/11, 35/32 इत्यादि 
हैं। अतः 


` 1 मोटर = 39.37079 इंच = गज | 


a 


1 
= = « गज | 
1 मीटर=1 πο. गज 


CTS 
1 मीटर = ss गज सन्निकटतः 


, 
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82 मीटर=35. गज सन्निकटतः। 
(i) fiaa भिन्न : 
à ο w aka ο 
Fa or πο om πα. 
का वह सन्निकटन के ज्ञात करो जिसके आर.वितत. भिन्‍न. के मान :में 0.0 001 से 
कम अंतर ह। । , * [इलाहावाद, 1949] 
वितत भिन्न के क्रमिक अभिसृतक १-९ पळ με 
1 4 21 151 
TY 3: Το, 115: °° ° 
ει अतः यदि भिन्ने स्थान पर-अभिसृतक 151/115 ले, तो त्रुटि 1/11 zaar 
0.0001 से कम होगी। x 
अतः वांछित सन्निकटन 151/115 Š! 


प्रश्नावली 


1, 
2 =m ९४5 (7 φ ο £) 
Tr 2 
पर 6वाँ अभिसृतक लेने पर त्रुटि 0.0002 से कम होगी । 


1. यदि /8-- तो दिखाओ कि वितत भिन्न के स्थ।नः 


2. यदि ,/11 = 34९३ Ἢ ह š ह्य , तो दिखाओ कि. 


वितत भिन्न के स्थ,न पर 4वाँ अभिसृतक लेने पर त्रुटि 0.00005 से कम होगी l 
3. ,/23 का एक सन्निकटन ज्ञात करो जिसकी त्रुटि सीमा 1/(191)2 πῇτ 
1/{2(240)१} हैं। 
4. वह अभिसृतक ज्ञात करो जिसका हर 1000 से. अधिक न हो στ जो कि 
वितत भिन्न, 
1. 1 πι η 
IF 2+ 3+ ++ 
- का निकटतम प्रतिनिधि हो। दिख/झो कि इस मान को लेने मे त्रुटि 129210") 
से कम और 1/(4 x10} से अधिक होगी। EF ον... 
νο 7 _.. .[अन्नामलाई, 1949] 
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1 1 1 1 1 

7+ 15+ 1-- 25+ 1 7—+ , 
तो साधारण भिन्न के रूप में 7 का एक सन्निकटन ज्ञात करो जिसका मान वास्तविक 
से 0.0001 मान से कम से अधिक होगा । [इलाहावाद, 1959] 

8:7, आवर्तो वितत भिन्न: यदि किसी अनंत वितत भिन्न में संख्या मे परिमित - 
कुछ भागफलों के पश्चात्‌ एक नियत संख्या के भागफल की बारम्बार पुनरावृत्ति हो, 
तो भिन्न को aadi वितत भिन्न कहते δι उदाहरणार्थ, 

गज T 
ΕΕ a+ a+ a+ (1) 

एक παῖ वितत भिन्न है, जिसमें भागफन ८ वारंवार पुनरावृत्त होता है । 

कल्पना करो कि इसका मान » है, तो 


5. यदि nr= 3-- 


1 
z=a—+ = 13 | 
अथ वा -" ८४-०1 0 
अथवा शक्कर (a+ 4)) 


क्योंकि ऋगात्मक मूल का मान ππτττ Š | 
यदि (1) का nat अभिसृतक १७/१८ हो, तो 2 के प्रत्येक मान के लिए जो 
दो से अधिक हो 
Pa=apn-1 + 7-५ , 
आर In =aqn-1 F ४०-५१ . (2 ) 
. यह दोसंत्रंध-मापनी हैं जिनसे पता चलता है कि Epa और 2% दो श्रावर्तो 
श्रेणी हैं। इस गुण की सहायता से (1) का nth अ्रभिसृ तक ज्ञात कर ; δι 
उदाहरण ; (i) आवर्ती वितत भिन्न 
ME 
1 की इक Si क्क य 
का मान.ज्ञात करो। ` . [राजस्थान,. 1958] 
यदि भिन्न को 2 से सूचित कर, तो 
ν 1 


ean | 
Fa 
ΠΠ 
2 


t Ὺ AN 
ᾱ--]-- 
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ca 1 
-ᾱ-- 3+(z-1) ' 
1 
— 2 पता (z+) ° 
z—+-2 
-3{5-3) +1 ` 
अतः (४- 1) (2०-5) 5८४--% 
अथवा . 2z2--2z—7 ο, 
अथवा z=x(./15-1), 
क्योंकि ऋणात्मक मान अग्राह्य है। 
(ii) वितत भिन्न 
1 


1 
१+ दिः | 
का अभिसृतक ज्ञात करो ι “πη 
कल्पना करो कि πὶ अभिसृतक 7/५१ है; तो 2४7९० और 2४2 दोनों 
गवती श्रेणी हैं, क्योंकि 
pn — 2pr—1 — Poa =], ( 1 ) 
और qn — 2dn—1 — ५०-३0. (2 ) 
स्पष्टतया वितत भिन्न के प्रथम दो अभिसृतक 2/1 और 5/2 हैं, παπα 
2132, 29७6, ४५1, ४७32॥ अब यदि Σγια' के जनक-फलन को 8 
से सूचित किया जाये, तो 


S =p pat ph ......... 2 
—2zS= — 2p? — 22223- ......... f 
— 2S — DI SN ; 


योग लेकर z से भाग करने पर प्राप्त होता Š 


Piz (292 - 221) 22 
1 - 22 - 2? ” 

= 2x2 

1-22-2’ 


४ = 
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ο -Γ 1 — 22-28 ° - 
1 Z /2+1 

τς πο ο पा Coo ee | (3) 

अतः 

Pa= Hia (3) में σα का गुणांक,, 


=r - 1) (—)(/2-1)"{-(,/24-1) (24-1) , 





= (शक) पा - (1- »/2)%*)) . 
इसी भाँति 

1 j 

σωστο [2 1) 1 -- (1- 72)» } 

` ; - भाग करने पर प्राप्त होता है 
1(/2-- 1) 7+7 - (1- २/2) पणय) 
((४४८--1)० - (1-72)5 } 
- 8:8. द्विवात करणी का संरूपांतरण : few करणी तथा भ्रपरिमेय संस्य.शरं 


को सरल वितत श्रेणी में सरलता से संरूपांतरित कर सकते हैं। इसकी विधि, जो कि 
सारभूत रूप मे ग्रगुच्छेद 8.2 के ही समान है, निम्नवर्तो उदाहरण से स्पष्ट हो जाएगी। 


881. उदाहरण: करणी V19 को वितत भिन्न में संरूपांतरित करो । 
१४19६६ --.(१/19-4) --.६--3/(./19-/-4); (1) 
CEE La (v10-2)/3= F5/(/10+2); (2) 
(./19+2)/5=1 + ( /19—3) /5= 1+2/( /19+3); (3) 
(9198) =3+(y19-3)/2=3+5/( y19+3); (4) 
(१/19--3)/3ँ31--(./19 2)/७>31---9(/19--2); (5) 
( V 194+2)/3=2 + (३/19- 4)/3=2 +1/(/19 +4); (6) 
(ν 19+4). = 8+ (19-4) =8+3/( 71944). (7) 
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इस प्रकार की कृति से (2) से (7) तक के पद बारंबार पुनरावृत्त होते हैं। 


अतएव 
L “ते SSD Se काका qis 
Μ19 Ξ-ά Ἔξ I+ यः I ° + 8 + "e. ..... , 
जिसमें अंतिम 6 भागफल वारम्बार पुनरावृत्त होते हैं। . 
प्रश्नावली 
निम्नलिखित आवर्ती वितत श्रेणी का मान ज्ञात करो: 
L 1 1 
` T+ अनः 1 SSSR 
T एवा 
र IP कक Gn 
1 Ὢ OU 


T 1. πη aee 
33 इय. IT sp क्य ip 2 „` [राजस्यान, 1950] 


निम्नलिखित करणी का वितत भिन्न में संख्यांतरण करो: 


| 


45 


5. γ/3. >> ८०» ० ०7 = [ग्रागरा, 1044] 
Ὁ, M/T: SC [आगरा, 1955] 
ग. ॥/10. : : [आगरा, 1949] 
8. γ/14. [नागपुर, 1988]: 
ϱ. (०1) को वितत भिन्न के रूप में भ्रभिव्यक्त करो । 


` [आई० सी० एस०, 1941] 
10. समीकरण 2? - 5» -- 30 के प्रत्येक मूल πὶ वितत श्रेणी में अभि- 
व्यक्त करो। ' ः } Í 
8-9. सामान्य वितत श्रेणी : अनुच्छेद 8.1 में सामान्य वितत श्रेणी की परिभाषा 
दी गई थी। इसको सरलता के. लिए| Em 
ta b 74 $ ` 
~ xQ पढ्न ळ्य- cat ee ele ea 9 κ £ τε = ἢ 
के रूप में ,लिख सकते. δι इसके क्रमिक ग्रभिसृतक , .. a.s. L. τ 
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ba b3 
eee 


झौर ππὶ भ्रभिसृतक Poga का विरचना का नियम 


ba 
αι, व्यय s AL 


Pa = απῃΏα- 1 -bnpn-2 ; 
do = απζα--1 + 29९०-५७ 
है। इसको अनुच्छेद 8.4 की भाँति ही सिद्ध कर सकते हैं परंतु सरल वित्त को 
भाँति 27/५० का लघुतम पदों में होना आवश्यक नहीं है। 
8:91. उदाहरण : दिखाओ कि 


o जल, 
का παὶ अभिसुतक (n+l) ᾿ [कलकत्ता आ०, 1950} 


कल्पना करो कि वितत श्रेणी का nat श्रभिसृतक pa ga है; तो 
PL Fa 
ο. --- 3 --5 2 -- 3. $ --- --- 
οι , 44 z Z= । 


इत्यादि । 
हम देखते हैं कि प्रथम तीन अभिसृतक 


नि Ds σα (1) 
dan n n 


से प्राप्त किए जा सकते हैं। यदि यह » के किसी विशेष मान तक के लिए सत्य है; तो 


Dun ϱ.1 1 1} (5-51) भागफलों तक, 





πι 3ᾱ- 2- 2- 
1 1 1 ~ 
= 2 [z= σα ες τος n भाग फलो तक, | » 
S 1 τ n “3 
Ez 2 ae -΄ नी nl 
n 


यह (1) के रूप का है। πα: यदि (1) παῖ अभिसृतकः के लिए सत्य है, तो 
“%--1)बाँ अ्भिसृतक के लिए भी सत्य होगा। परन्तु हमने देखा है कि यह तृतीय 
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ग्रभिसुतक के लिए सत्य है। अतः गणितीय आगमन से यह समस्त भ्रनुवर्ती अभिसृतक 
के लिए सत्य हे 11 
विविध प्रश्‍नावली 
1. भिन्न 1683 को एक वितत भिन्न के रूप में श्रभिव्यक्त करो और इस भाँति 
z और y का वह मान ज्ञात करो जो समीकरण 
3962 — 763= 12 
को संतुष्ट करता है। [श्रागरा, 452] 
2. भिन्न 157 को एक सरल वितत भिन्न में श्रभिव्यक्त करो जिसमें भागफल 
की संख्या विषम है और इस प्रकार 2 और ४ का वह मान ज्ञात करो जो समीकरण 
682 — 157y.—1 
को संतुष्ट करता है। ο [आगरा, 1958] 
3. यदि (2 +7 - 1)/ (2 2% $1 ) को एक वितत भिन्न में 
संरूपांतरित किया जाये, तो दिखाओ कि भागफल एकांतरतः 2-1 और nH हैं, 
और क्रमिक अभिसृतक ज्ञात करो। [सागर, 1948] 


4. भिन्न म्यत को एक वितत भिन्न में श्रभिव्यक्त 


करो और तृतीय अ्रभिसृतक ज्ञात करो। [नागपुर, 1951] 


भिन्न (2 +-2¬-1)/(2 -1) को एक सरल वितत भिन्न में ्रभिव्यक्त 
कर इस प्रकार के दो बहुपद 4 और B ज्ञात करो कि 
4 (९*४--४-- 1) -3(९१--1) = + 1. 
[πππτι, 1956] 
6. दो समान लम्बाई के पैमानों को क्रमशः 162 और 209 बराबर भागों में 
विभाजित किया है। यदि उनके शून्य बिन्दु संपाती हों, तो दिखाओों कि एक का 
31वाँ भाग और दूसरे का 40वाँ भाग निकटतम हैं। [नागपुर, 1954] 


7. एक चान्द्र-मास में 29.53 दिन और सायन-वर्ष में 365.24 दिन होते हैं। 
क्रमिक अभिसतक बनाकर दिखाग्रो कि 8 सायन-वर्ष में लगभग 99 चान्द्र-मास अथवा 
235 चान्द्र-मास में 19 सायन-वर्षं होते σι . [राजस्थान, 1961] 

११ 
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8. दिखाओ कि 
1 1 1 
α (οι जाए ος erpa 
de 1 τ 
=azy + क्क =n 
9. यदि वितत भिन्न 








s< n+ as + as + ...... ; 


27 भागफल तक) 


. . 2n भागफल तक | 


के हवें, (४-1) वें, (४-2) वें, अभिसृतक क्रमशः M/N, 2/९, R|S हों, 


तो farii कि 
M= aP +R, 
N= (mas न) + aR. 


[विक्रम, 1962] 


10. यदि किसी वितत भिन्न का nat ग्रभिसृतक 7/५० और ०० संगत भागफल 


हो, तो दिखाश्रो कि 


Pn+2 ४४-७0७- {312 = Gn+2 Gn+1 Gn -F an+2 - 49: 


11. वितत भिन्न 


1 1 1 


1 1 
e a E ar A 


में दिखाओ कि 
(i) 29० (αὖ + 2) pan-a --pan—+ = 0, 
(ii) १४० (ab 4+2) qan—a F 98०-$ =0. 


[जवलपुर, 1962] 


` [इलाहावाद, 1954] 


τη 


1701 ΕΕ 
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12. यदि 77/92 वितत भिन्न 
Ια. Ὁ μια 
«ΤΕΙ ο) αν, यही ; 


का nat अभिसृतक हो, तो दिखाश्रो कि 
Pans — bp3n --- ( bc + 1 ) १३०. 


13. यदि संकंतनों के सामान्य अर्थ हों, तो सिद्ध करो कि 
Pa + Qa _(2929-7 ग7% 47-०7 ) FL Ῥα--1 -- 49 qa—1 ) “--7 
(2-1 Ῥα-α-|-4α-α 9४-५७) या 


( ) Pn-2 + ०-2 
(ii) (2a2—qa) (γϑα-α--ᾳδπ-α) 
= (Pa Pus ४० ga—1)2 — 1. 
[ara, 1941] 


14. यदि 295 ग्रोर pa—1|qa—1 भिन्न 
i 


1... πα i 
a+ b+ c+ kel 
के अ्रंतिम एवं अंतिम से एक पुर्वगत अभिसृतक हों, तो दिखा्रो कि 
य 1 ο ο τα fi yai 
a} bp e kF IF apet c+ इक? 
— 20097 -F 22047-1 
In? -[- 27०५०--- 
[नागपुर, 1949] 
nai भ्रभिसृतक ज्ञात करो: 
ο η 7 
15. - हंस oo [वाराणसी, 1949] 
1 1 1 OR [इलाहाबाद, 1953] 


TOT τε E 
s Eg p 93] 
17. दिखाश्रो कि भिन्न 


1 1 1 1 
"tap क शक ष्मः 


# ०००० 
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को दूनी Š! [πππτι, 1962] 


तो सिद्ध करो कि 
bz = ay. [इलाहावाद, 1957] 
ο οὐ 1 
imas το = = μον 
a+ a—+ a+ 
का πα ग्रभिसृतक paga हो, तो दिखाओ कि 
2 az -- z? 
1 — az — z? 1 — az — z? 
के विस्तार में 2० के गुणांक क्रमशः pa और σα हैं। 
अतएव [πεγππὶ कि 
Pa =q- = ( <n— Ba)/( ८-8) , 
जव कि x<, p समीकरण 
m 6६-- 1 = 0. 
के मूल हैं। [इलाहाबाद, 1952] 
20. यदि किसी वितत भिन्न z के दो क्रमिक अभिसृतक 2/2 और »॥५ हों, 
तो दिखाओ कि 7/¶ > अथवा < γ/α' के अनुसार 7/09 > अथवा < 2. 
[इलाहाबाद, 1949] 


αιμα 


अध्याय 9 
arag को परिभाषा एवं प्रधान क्रियाएं 


9:1. उच्च गणित में कुछ ऐसे एक घात रूपान्तरण प्राप्त होते हैं जिनमें कि 
अज्ञात राशियों की संख्या समीकरणों का संख्या से ग्रधिक होती है। उदाहरण के रूप 
में संदर्श-रेखण के प्रद्धत्ों में त्रिविमितीय वस्तु को द्विविमितीय कागज पर प्रदर्शित करने 
की आवश्यकता हो सकती है। एंसी दशा में वस्तु के किसी निर्दिष्ट fag के तीन 
निर्देशांक होंगे, कागज पर निरूपक बिन्दु के दो निर्देशांक होंगे और बीजतः निरूपण 
को निम्न प्रकार के समीकरणों कं समुच्चय से अभिव्यक्त करग : 

Yı = artı -+ arata -|- G1523 1 (1) 
γα = qa121 ०2००८५ -|- αλα 
जिसमें कि एक समतल का विन्दु (४1, ४2) आकाश के विन्दु (21, 2५, 2) का 
संगत gl 
सामान्यतः, समीकरणाों का समुच्चय 
७३०९५ Fazoo Farga t... Hain ७७-४१ | 
6५1०1 F αποῦθο ०४ gtg F. -F G2n Zn => 
९७1०21 amet: ५७७७३ -- +. amn घच ) 
एक व्यापक एक घात रूपांतरण है, जो कि πι चर राशि 41, Ya,- - ., m को 
चर राशि 21, 22, - - ., » के एक घात फलन में भ्रभिव्यक्त करता है। 


स्पष्टतया किसी प्रश्‍न के हल में (2) के समरूप रूपान्तरण का बारम्बार पूर्ण- 
रूपेण लिखना अति कष्टकारक होता δι इस कारण केलं ने समीकरण के समुच्चय 
(2) को अभिव्यक्त करने के लिए आकुंचित संकेतन 


QIL Gi Qin था ] = í Zx ] 


asa EAS re: s (3) 


sess ss, esses 


aml dma ama Tn Ym 
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का गणित शास्त्र में प्रवेश किया । समुच्चय (2) के स्थान पर इस प्रकार के अना- 
सक्त गुणांक”, के प्रयोग से परिश्रम में पर्याप्त बचत हो जाती है। 
क्रमिक गुणांक को व्यवस्था (3) में यदि हम 


G11 .ष2 ... Aln 
αι Goa ... Goan 
हि, (4) 
aml (πα ... Amn 
को एक कारक मान ले जिसकी 2 
21 
Ta 
bE s (5) 
| 
L= J 


पर क्रिया से समुच्चय (2) के समीकरण प्राप्त हो जाते हैं, तो इन कारक का एक 
नवीन बीजगणित निर्माण करना सम्भव हो सकेगा। केले तथा अन्य गणितन्ञों ने (4) 
ग्रोर (5) के समरूप कारक को आव्यूह कहा | 

92. परिभाषा : ग्रनासक्त गुणांक a; की 


411 ९12 ‘°° ८10 
Pan ἅλῳ --- ὅσα 
बगा ४७१ ... Amn 


के रूप की सारिणी को, जिसमें m पंक्ति तथा » स्तम्भ होते हैं, m ><» क्रम का 
AAR कहते δι इसको संक्षिप्त रूप में [ai] अथवा 4 से निरूपित करते हैं। 
«| संख्याश्रों को आव्यूह के अवयव अथवा रचक कहते हैं। कोई विशेष aij 
संख्या वें पंक्ति और jq स्तम्भ का रचक होती है। 
किसी आव्यूह 4 में से कुछ पंक्ति अथवा स्तम्भ अ्रथवा दोनों को निकाल देने 
पर शेष της की सारिणी से रचित आव्यूह को आव्यूह A [का उप-आव्यूह कहते Š ! 
यदि किसी श्राव्यूह में पंक्तियों एवं स्तम्भों की संख्या समान हो, तो उसको वग 
AE कहते हैं। उस वर्ग आव्यूह को, जिसके अविकर्ण रचक शून्य होते हैं, विकरण 
HE कहते Š समान रचकों का विकर्ण-आव्यूह आदिशा-आव्यूह कहलाता है। 
यदि किसी # क्रम के वर्ग श्राव्यूह के भ्रम्रग विकणं के रचक एक और शेष रचक 
शून्य हों, तो उस वर्ग आाव्यूह को n क्रम का एकक आव्यूह कहते δι इसको सामा- 
न्यतः ग से निरूपित करते δι उदाहरणार्थं, 
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1 0 0 
T= ο Ὁ 


0 0 1 
एकक श्राव्यूह है। 
यह सरलता से सत्यापन कर सकते हैं कि एक ΚΙ क्रम का ग्राव्यूह 
स्तम्म-आव्यूह है। 
इसी भाँति 1 %% क्रम के आव्यूह को पंक्ति-आब्यूह παπι पं क्ति-सदिश कहते 
š! उदाहरणार्थ, 
[ 21. αα,..., Zm ] 
एक 1 > क्रम का पं क्ति-ञ्व्यू ह Š | 
सामान्यतः स्थान की वचत के लिए हम दोनों ही प्रकार के व्यूह को क्षेतिज- 
संरेखण में लिखते हैं परन्तु अंतर के लिए स्तम्भ-आव्यूह को सूचित करने के लिए 
धनु कोष्ठक और पंक्ति-आब्यूह को सूचित करने के लिए गुरु-कोष्ठक का प्रयोग करते 
δι उदाहरणार्थ, 
(297 Yar ντ -Ym } 
स्तम्भ-श्राव्यूह ओर 
[ Z::Zə Zm | 
पंक्ति-श्राव्यूह को निरूपित करता ë! 
9:3, आव्यूह योग : एक घात रूपान्तरण के निम्नलिखित दो समुच्चय पर 
विचार करोः 
Yı २५३५३९३ [αι 2221 χε (1) 
४2 =la व 21 F looto ९282831” 
πῆτ 
zı =b 1९1५001922 + 21328 ) (2) 
29 =b, 101 Hbo atat bo gta 
यदि दो चर राशि ७, और u, इस प्रकार की हों कि 
t, "21 τι ; १०2२४० 22, 
तो स्पष्टतया : 
wy = (αιι ०11) + (613 H’ra) ta + (८५४३४) 1ο. , (3) 
wa = (dpi 1091 ) 1 F (asa 1299) 29 + (ass. tba 9) 25. 


. & 
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τοι और ७ का मान ज्ञात करने के लिए हमने केवल (1) πἲτ (2) में 
21, २, 23 के गूणांकां को जाड़ लिया है। इससे यह अनुमान लगाया जा सकता है 
कि यदि 

A= [αμ] ες 3 = [5;;] 
एक हां क्रम क दो आव्यूह हों, ता उनका योगफल 0 और अन्तर D इस प्रकार के नए 
आग्यूह्‌ हांग कि 
65 4-8 5 |. ., v [| = [aij +] = [ei] (4) 

mz 2054-28 5 [०1] - [४५] = [αμ- bj] = [i]; (5) 
अर्यात्‌, MXA क्रम के दो आव्यूह 4 πῆτ.Β का योगफल ज्ञात करने के लिए आव्यूह 
के संगत रचक का योगफल ज्ञात कर लेते हैं। इस भाँति प्राप्त योगफल 'योगफल 
झाव्यूह' क संगत रचक हाते ξι 

व्यापक रूप में 

A+B+C+...+K 
= [ai] + [b] Les] +. + - + [es], 


= [aj tH bj Het. -ki j]. (6) 
यदि πισπό को संख्या r हा आओ रथ न == = x तो. 
74 = १[८.]] ΞΞ[ται]] ( 7 ) 


यह सरलता से दिल्लाया जा सकता है कि धन पूणं राशि r के स्थान पर यदि 
कोई भी ग्रदिश राशि हो, तो भी संबंध (7) सत्य रहेगा; अर्थात, यदि Y कोई भी 
दिश राशि है, तो 
AA = > [61 | = [Aa]. 
संबंध (6) और (8) से स्पष्ट है कि यदि «,βγ,...λ afan राशि 
हैं, तो संख्या में परिमित समान क्रम m Χπ के श्राव्यूह 4, Β,... के लिए 
κΑ--βΒ--...--λΚ--[ «αμ + 101 +- AE]. 
पुनः, यदि A=B, तो ὁ और के समस्त मान के लिए 
αῇ = bij 
ग्रोर 
4 -4 = [७1] - [αι] = [αμ - ai;] = [0].=0. (9) 
[4]+[- AJ=[aij]+[— aj] =[a; — था) 5० [0) = 0. 


आव्यूह की परिभाषा एव प्रबान क्रियाएं ; 169’ 
अंतिम समीकरण एक ऋण ग्राव्यूह -A को परिभाषित करता है; श्रर्थात;- 
यदि 
4 = [αι], 
तो -αΑ--- [αι]] = [ = aij]. 
9-31. उदाहरण : यदि 
A=(6 78 523) , 
| 2 34 और B= 312 
l 1-12 124 
तो A+ B और 4-3 का मान ज्ञात करो | 
यहाँ 


A—+B= r 6+à 7+2 3--3) = | 11 
2+3 3+1 4-3 | 
| 1--1 —1+2 2-4 


15 σι 
HWP‘ 
= 
ο ο = 
(ee 26) 


और 
-B= [ 6— 5 STS = I E δ. 
3—3. प्या वा J -ἲ 2 2 
II 51-91 2-74 0 -3 -2 
प्रश्नावली 
मान ज्ञात करो: 
1. [1 2 3]+[4 5 6]. 
9, | ° απ. ise 
5 3 J |2— 3 
2 -6 δ) + (3 —6 5 
३ τᾱ ण 4: 85447 दा 
4 lS क्र च्या 8 
k | 
: 6 8- 6 ये ७3 5 (21 S ος 
॥ 8-4 OE 3 18 d 
[2 0 3) SERN) 1 -1 —2 -3 
(-4 -9 10 11 | 8 —7 -6 —4 
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5. / 2 3 1]-3 ( του. 
0- 5 0-1 3 
6. यदि 
τ: SO और 7 (2 7 8 
2 5 10 | 2 4 10 | , 
या व शी. 1 να; δ 


“तो 4-3 और: A — B का मान ज्ञत्त करो । 
9 4. आव्यूह-गुणन : दो निर्दिष्ट श्राव्यूह्‌ के गुणन की विधि ज्ञात करने के लिए 
एक घात रूपान्तरण के दो समुच्चय 


yi=an mia x - ०7.3 al (1) 
Y 2 dal xı azz 22 +a; 23)’ 


z1 = Όχι yı + 04 Ya ] š 
22 = ४1 yı + baa ५३ ॥ ' (2) 
23 = 031 ४1 + 09% Ya ) 
पर विचार करो। 
समुच्चय (1) की सहायता में 21, za, २३, 
αι (0110110019 १21)९१ (baad 11729) ४2 --(011१1.30012093)3 
29 = ( 041471--03%7५1) ०1. + (21१1०2० αλα) ४५ न: (bazar 3-U22023)23 $(3) 
23 = (७८1०110290). +(bs1a12-+b32 a22. ) za- (brar ५232०2३) 
प्राप्त होता हैँ। समुच्चय (3) एक रूपान्तरित समुच्चय है जो कि 21, Zo: Za को 
अनुलोमतः ४4, ४, ος के पदों में अभिव्यक्त करता है। 
यदि समुच्चय (3) के 'गुणांक megg को 0 से तथा (1) और (2) के 
“गुणांक ्राव्यूह' को 4 और B से सूचित करे, तो C को B और 4 का गुणनफल 
कहते हैं; अर्थात, यदि 


का रूपान्तरण करने पर समुच्चय 


bys aba a21 Όχι Gigt’ ass ७11 61 3773 2 ९93 
C= bos α11-|- baa 021 bal αι 2022 aza bal αι 30029 a23 
|b ant bsa anı δὲι ar 2-}b3a aaa 231 αι 8029 ०99 

तथा 


ΠΕ, [ας Gia 415 = [bıı bia 
Ë: 1 622 623 श्रौर B | bal baa |, 
bs1 bao J 


eewo 


: 
r= 
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AY 
τη ὅτ bis | X [ all aya 61.3 ] 
तो | ४21 baa ἄρα: «34 αλα 


bg ०३2 


७21 611 7022021 ७2३५५1 2 022१4५ 091018 7202 20939 
७8४7 ०५००0७2७27 b314, ५ 082१29 bs 161 8005:2029 


संक्षिप्त रूप में 


Ε 1 ७५२7०12021. ७1००५००1४१ 011017 Fe 


BXA =C. 
इस परिभाषा का विस्तार किसी भी क्रम के आव्यूह के लिए सरलता से किया 
जा सकता है। इस भाँति गुणन का सामान्य नियम निम्नलिखित है: 
यदि दो ATIE B और 4 करमशः ९% ओर nxp क्रम के हों तो 
Ῥ4-- Οξξ[ο]], 
जिसमे C एक >? क्रम का AAE है जिसके cij रचक B की ifi पंक्ति 
के रचक से 4 के.वें स्तम्भ के संगत रचक को गुणा करने पर प्राप्त युणनफल का 


योगफल होते हैं । 
संक्षिप्त रूप में 
BA =C=[:sii], 
py n 
जिसमें ¢; = bik akj , 
1 
= A=[ai;] और B—[5i;] - 


आव्यूह-गुणन के विषय में निम्नलिखित महत्वपूर्ण बाते ध्यान में रखने योग्य हैं: 
(i) गुणनफ़ल B 4 के अस्तित्व के लिए B को स्तम्भ संख्या 4 की पंक्ति 
संख्या के बराबर होंनी चाहिए ι 
उदाहरणार्थ, यदि 


A= 2 3 4)\और B=[5 6 7), 
— 10 I Isis 
ο τοι i ο) Ἡν 8 
1 -1 —4 


तो BA का अस्तित्व होगा परन्तु AB का नहीं। 
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(म) सामान्यतः गुणनफ़लं BA और AB समान नहीं होते; अर्थात्‌ 
अआव्यह- युणन क्रम-वनिमेय नहीं होता। 


उदाहरणार्थ : यदि 


A= - 3 भोरा 5= (2 3) 
-ᾱ 9:6 δι 
° 1) 
ले, तो AB= 0 -4 और BA-=( -10 2 21 
[ 10 3 -16 ° 37|. 
-2 2 शॉ 
स्पष्टतया ABBA 


(11) यदि 4,5 और C तीन आब्यूह हों, तो यह सरलता ἃ देखा 
जा सकता ë कि 


AX (BFC) =4B +40, 
और 


(4-72) X C=AC--BC. 
इस भाँति बीजगणित का वंटन-नियम व्यूह के लिए भी सत्य है। 


प्रश्नावली 

1. गुणनफल 4.3 और BA ज्ञात करो जव कि 

(i) “ου ο ντ] 
1 ο| : [2 Th FOSS 

; 0 1 

(11) A=[ 1 2 3 4 J, p= (5 

4 

3 

2 


2. यदि 


Á = της”. 1 
ता 1 


तो kam कि AB शून्य आव्यूह है। 


= = 
a 
` 


आव्यूह की परिभाषा एवं प्रधान क्रियाएं 
3. यदि 
4-5 1-1 | और कि. ο, Ὁ 
-1 1 CY ὉΠ 
तो गुणनफल AB का मान ज्ञात करो और दिखा्रो कि 42--4 A । 
4. यदि : 

H [EON 2) और B= 1-2) , 

1213 -1 0 

ο टा 9-1 
तो गुणनफल AB का मान ज्ञात करो। क्‍या 34 का आस्तित्व है? 


5. यदि 


A= 1-2 3) mz B= (1 0 2 
2 3-1 οι ου, 
-3 1.5 1 2 O 


तो 43 और BA ज्ञात करो और दिखाग्रो कि AB. BA । 


πο] 


6. मान निकालो: 


9 IE) Ὶ Χ Í 
| | 
t 





1 3 
4-5 6 ] | 4-6 
-ᾱ Τα - 5 


4 


विविध प्रश्‍नावली 


1. यदि 4, B और 0 एक ही क्रम के तीन श्राव्यूह हों, तो {παῑπὶ कि 


(i) A+B=B+4, 
(ii) (A --:3) --0च4-- (2--0) , 
(iii) rA +rB=r( A+B), 
(iv) rA +s4 =(r+s)A , 
(v) nA Ar, 
जिसमें कि? » और s ग्रदिश राशियाँ ë 1 
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2. आव्यूह-गुणन ज्ञात करो: 


ο στι IA 1 9 
Risso g 5 — 0 
bn BSS 3 5 
1 2 
यदि श्राव्यूहों को उलट दिया जाये, तो क्या गुणन सम्भव हो सकेगा { 
3. यदि 
[ RNIN 2 L. 2 δ. 74 
— 9 > | ग्रोर p= ° 8 4 τι. 
κα Ὁ, Ὁ} 3 =) ο ती => 
ου. - á I 238 
तो AB और BA का मान ज्ञात करो। 
4. दिखाओ कि गुणनफल 
f O ο -ὓ a3 αὖ ac 
— 0 a ab b bc 
b-a 0 ac bc 68 ) 
शून्य-म्राव्यूह है। 
5. गुणनफल AB ज्ञात करो, जब कि 
A= (४1, ५2, ὅα,..., Zm), 
आर B= a 0 OP ८5% 20) 
0 ६44 0 ---: 0 
Gs 3 ... s<... g , 
0 0 0 ... Qmm 
6. πισπε 
ην. ; lJ 
π ος ας. | 
TEI ‘TL 
TE AT — Tt: :--1 


का वर्ग ज्ञात करो। [लखनऊ, 1949] 
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7. व्यूह 
-ἳ ἃ, ΠΠ 
पी 12 —h Q 
-3 SL) τος 
—1 Ὁ ου 

का वर्ग और घन ज्ञात करो ι 
8. यदि 

E— /0 1 0 
| ο” ο | 
0 0 0 


ग्रोर 


FFE = 0 0 0 
1 0 0 |, 
0 1 0 
तो गुणनफल EF और ΡΕ को अभिगणना कर दिखाञ्रो कि 
E? FL FE? ΞΕ. 


9. यदि 





ग्रौर 7 क्रम 3 का आव्यूह हो, तो 


43-- 84 -|- 91 
का मान ज्ञात करो। 
10. यदि 
τ [ 3 -4 |, 
um τω. 
तो दिखाओ कि 


μι: ον 
k 1-98 


जव कि k कोई भी धन पूर्ण संख्या हे । 
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11. यदि 


प [ 0 — tan x h) ; 


tan <fa 0 
और 7 एकक πιοπᾶ हो, तो सिद्ध करो कि 


= {Ul cos οἱ ΣΙΝ 
TT ( ) = < 608 < 


12. मान निकालो 


1)>[4521 > | Ji [3 2]. 
3 3 


13. सिद्ध करो कि 


a h g 2 
[2 z z] X | h b ΓΤΙΧ ||: 
g f ° z 


= απ -- 8३१ -- οὗ + 29४ + 292४ + 2०%. 


[राजस्थान, 1960] 


14. यदि 
A=r1 1-1), BpB=r-1 — -1 ) c= ο αι 1 
2-3 4 [ 6 19 6 9 9 
8 - 3 ॥ 5 10 5) 
म्तो दिखाओ कि 


4B=0, 94250; 460740, 64 --0. 
15. तीन ग्राव्यूह 


411 0 ο ο ४ 0=( 0 al 
| al 1 a) Ë 0 

“के लिए निम्नवर्ती संबंधों का सत्यापन करो : 
48 — B= 62--- 1 ; 
AB=-B4 ---σ; 
BO = -- 072 Ξ5-- 41 
T< CA=-—AC =-B; 


3-3 3 


। 


ints 


अध्याय 10 


anrus एवं संबंधित आव्यह 
10-1. इस ग्रध्याय में सारणिक एवं संवंधित आव्यूह के प्रारंभिक गुणधर्मा का 
वर्णन तथा इनके उपयोग से एक घात समीकरण को हल करने की विविध विधियों 
का विवेचन किया जायेगा। इनकी सहायता से विद्यार्थीगण सारणिक संवेंतन एवं 
संत्रंधित आव्यूह का उपयोग वैइलेपिक ज्यामिति एवं उच्चतर गणित की ग्रन्य शाखाओं 
के अध्ययन में कर τπτ | 
10-2. युगपत समीकरण का हल: एक, दो और तीन अज्ञात राशियों के युगपत्‌ 
समोकरण के प्रारंभिक हल पर विचार करो। हमें ज्ञात है: 
(i) समीकरण ०५४, का हल 
z=4, Ja,, जव कि ८1360. 
(11) समीकरण 
०1९०५४५ = d; 
८2९ bs Y= da ` 
का निरसन से प्राप्त हल 
2 = (१५०2 - ९४०० )/ (०202 —b142) 
= (4,०41 - ἆιαρ )/ (०102 0102 ) 
है, जव कि हर ७1०५ ¬ 0५५2 (जो कि »और ४ के लिए एक है) शून्य नहीं है। 
(iii) इसी भाँति समीकरण 
७1९००1९०12 = d; 
azt --0५9 + ορ” = ४५ 
agt bsy + cs z = d 
के हल में y और 2 के निरसन एवं न्यूनतम पदों में अभिव्यक्त करने के पञ्चात्‌ हमको 
& का मान एक भागफल के रूप में प्राप्त होता है जिसका हर एक छः पद का व्यजक 


७509208. ९10203. ७८०८७१४ ०३५७९७ C1403: C1243" 
है और अंश एक अन्य छः पद का व्यंजक है जो कि हर के व्यंजक में 61,693, 58 के 
स्थान पर क्रमशः dy, da, də के प्रतिस्थापन से प्राप्त किया जा सकता है। 

१२ 
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यदि हम पूर्वोक्त हल की प्रेक्षा करें, तो विदित होगा कि इनमें अंश और हर 

के व्यंजक निरसन हेतु वजगुणन की परिचित क्रियाविधि के कारण उत्पन्न होते हैं। 
इस सांइलेपिक विवि द्वारा निर्मित व्यंजक को सारणिक कहते ë | इनका प्राचीन नाम 
निरसनफल' इनको ऐतिहासिक उत्पत्ति को पूर्णरूपेण प्रतिविवित करता है। 


व्यापक सारणिक पूर्वोक्त वज्गुणन विरचना का 


तक का केवल विस्तार है। 


2 2 ग्राव्यू ह से 2 >( ग्राव्यूह 


किसी वर्ग-आव्यूह 4 क रचक से रचित वर्ग सारिणी एक सारणिक को भी 


निर्धारित करती है जिसको आव्यूह 4 का सारणिक कहते 











RAA 

Š > < 
ον, ον 
SSS 
Ώ 

Š 19 ° 


एवं AN 
= d, b; σι l 
d, b, ο. | 
dg. bs. σα 
है। 











` करते हैं। केले ने 1841 ई० में »वें क्रम के स।रणिक A को 
Mian πα ain 
| dg] 4522 --:. «πα 
| | 
| {1 (πο Gnn j 
से सूचित किया । इसको 
(411, ८227***7 ann) 
के रूप में भी अभिव्यक्त करते हैं। 
इस भाँति (11) में 
α--ἱ d, d, |+ | αι απ | y= | 64 a 
| b; ०५ | b, b, d, d, 
है और (11) में » का हर 
=a, | ४2 ca | {४1 | ca ag + οι | qa ba | 
b3 Cs | c3 a3 | as bs 


। इसको | 4 | से निरूपित 


μιαν | 
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किसी श्राव्यूह के प्रत्येक वर्ग उप-श्राव्यूह के सारणिक को उस आव्यूह का लघु 
कहते हैं। उदाहरणार्थ, आव्यूह 
αι b, c, 
aG, b, ८५ 
απ bg Cs 








के लघु 
| bo ο |, | aa ca |, | ६2 ba |, इत्यादि 
| bs cs a C3 az ὃν | 

δι 


~ ~ 


10:3. सारणिक का विस्तार : हमने पूर्वगत्‌ भ्रनुच्छेद में देखा है कि तृतीय 
क्रम के सारणिक 





का विस्तार 


Gay | ba, ca | -+b ca mp a 
| σι 63 


aa ba 
i | 


b j a3 b 3 


के रूप में किया जा सकता है। इस विस्तार को निम्न रूपों में भी अभिव्यक्त कर 
सकते हैं: 























αι b2 ca | -&2 | 9 ca | + 43 b οι | ἃ 
by οἱ b3 ο bs ο |’ 

αι | ba ο |—b, | dps C2 | οι | ασ ०५ | 
| b; C; | a3 c3 | a3 93 | x 








qafa से स्पष्ट है कि तृतीय क्रम के सारणिक के विस्तार के लिए प्रथम स्तम्भ 
अथवा प्रथम पंक्ति के प्रत्येक रचक से उस द्वितीय क्रम के सारणिक को गुणा करते 
हैं जो कि उस रचक वालो पंक्ति और स्तम्भ के निरसन करने पर प्राप्त होता है ओर 
इन गुणनफलों के चिन्ह विकल्पतः धन ओर ऋण लेते हैं। 


सारणिक के विस्तार की यह विधि किसी भी क्रम के सारणिक के विस्तार 
में प्रयोग को जा सकती है । 
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10:51. उदाहरण : सारणिक 








α h g 
h b f 
g f c 


का विस्तार ज्ञात करो । 

प्रथम पंक्ति के रचकों के अनुसार विस्तार करने पर निर्दिष्ट सारणिक 
b f | -# | # f| +g | h b | ; 
f c g c g f 


=a(bc— f?) - h (hc — ४/)--9 (h —bg), 
- =abe-2hgf— af? —bg2 — ८॥४४. 


---ᾱ 


























प्रश्‍नावलो 
निम्न सारणिक का विस्तार कर उनका मान ज्ञात करो: 
७. Io) 2 πι 338 | COB TI ΙΣΤ | 
2 6 4 5 6 19 13 14 
F ᾱ δ] 17 14 19 | 
¿la b ८ 5 TaD a | 
c a b “νο ὮΙ | : 
|a b c| -1 — 3 4 
5 ο δἰ 


10:4. लघु एवं सहखंड : किसी निर्दिष्ट सारणिक A में से किसी एक रचक 
वाली पंक्ति ओर स्तम्भ को निरसन करने पर प्राप्त सारणिक को A सारणिक के 
उस रचक का लघु कहते हैं। 

इस भाँति सारणिक 

A = 


aq, Db, G 
०८ ba ९५ 





αφ. bg Co 
में ἄρ, ४५, ०४ रचक के लघु क्रमशः 


b; οι 
b 3 08 


wy ĉi 
Gy ο 


, 


|| σι b, 
७3 b3 
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हैं और इन लघु के पदों में 
Δ---άρ | b; 
b3 ο 


A सारणिक को - 
Δ-- Ί-αιβο ०222002027 








+b, | αι C1 η αι bi 


Gy ०3 as bs 


जिसमें 
A, 


2 


b, ०1 


b3 ο) Gy ०3 








|, B, = | dy ĉi | , Cy =- 





αι bl | 
| az bz ἱ 


के रूप में अभिव्यक्त करना साधारणतया अधिक सुविधा जनक रहता है। 
इन चिन्ह-यक्त लघुग्रों को क्रमशः αν, 2५, Co के सहखंड कहते हैं। स्पष्टतया 
इन सहखंडां के पदां में 
Δ--αια, ९187 e101 , 
=ü, Å 2 02-09 प ०४०५ + 
=üzAz -+ 03-83 -H ९303. 
10:5. प्रारंभिक गुणधर्म : πα हम तुतीय क्रम के सारणिक के कुछ प्रारंभिक 
गुणधर्मो की विवेचना करगे । यह सरलता से सिद्ध किया जा सकता है कि ये गुणधर्म 
अन्य क्रम के सारणिक के लिए भी सत्य हु । 


प्रमेय : (1) यदि किसी सारणिक की पंक्तियों का स्तम्मों में πῆς स्तम्मों 
का पंक्तियों में विनिमय किया जाये, तो उस सारणिक का मान अपरिवर्तित रहता 
है, अर्थात्‌ 
N 
a, b, c, 
αἱ bs ο 


b, b, bs 


| ७1 G, 45 
| σι C2 C3 





G, b, C, | = 





वाम पक्षीय सारणिक 


=a, (0७०७ — 0302) bs (७2९8 — ०९8०2) ey (७203 - α.δα), 
=a, (0५८३ — ०८०७ ) - 4५ (०.५३ -- ८103) -as (०2०2 - ८५००), 
=q; |b bs j b, bs | Ts | b 

9 οφ οι 0; C, Cs 
=दक्षिण पक्षीय सारणिक | 


--ᾱα 2 
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उपप्रमेय : पूर्वोक्त प्रमेय के फल को अनुच्छेद 10.4 से सहखंडों के पदों में 
अभिव्यक्त करने पर प्राप्त होता ë: 
A= eA, --- bB F ८:0५ / 
स्की Hada Hads, 
la +b,B, --०५०५ , 
==b,B, 70929, +४333 , 
zaza -॥7 02-83 - ८9७ , 
=c -:%0०६ ००८३3 . 
(2) यदि किसी सारणिक के दो संलझ स्तम्भ (अथवा पंक्ति) में विनिमय 


किया जाये, तो उस सारणिक का संख्यात्मक मान परिवर्तित नही होता परंतु 
उसके चिन्ह में परिवर्तन हो जाता है; अर्थात्‌ 








| G, br ει Ξ-- | by ax οι 
ag ba C3 b, a, ο» 
| Gs b; ०३ b3 u3 ८३ 





वाम पक्षाय सारणिक 


= az (ba cs 0 0302) 705 (०५८३ - ५४०2) Hcr (७४०७ — agb ), 
= — {b} (५.०३ — ०३०५) — ay (0५८३ 70802) न (baag -δᾳαρ)} 


= -b| us “s | Fas 2 bs b, 3 | 
cs Cs οι. "ὃς G, αφ | 











=दक्षिण पक्षीय सारणिक | 
उपप्रमेयः यदि पंक्तियों (श्रथवा स्तम्भों) के विनिमय की कुल संख्या सम हो, 
तो सारणिक का मान एवं चिन्ह दोनों ही अपरिवतिंत रहते हैं। 
(3) यदि किसी सारणिक की दो पंक्ति (अथवा स्तम्भ) सर्वसम हों, तो 
सारणिक का मान शून्य होता है; अर्थात्‌ 
σι -ᾱι Cl — 0; 
απ. Gg Cs 





यदि वाम पक्षी य सारणिक का मान A हो, तो प्रथम दो स्तम्भों के विनिमय 
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से प्राप्त सारणिक का मान - A होगा। परंतु प्रथम दो स्तम्भ के सर्वसम होने के 
कारण सारणिक इस क्रिया के पश्चात्‌ श्ररूपांतरित रहेगा । πα: 
A=- A, अर्थात्‌ A =0. 

उपप्रमेय : यदि सारणिक A के रचक ०1, ba, ०३ के सहखंड 1, 3», Ba हों' 

तो इस प्रमेय के अनुसार 
αιΒ1 ७28 2 7328330. 

इसी भाँति aAa bBo cis =0. 

सामान्यतः यदि किसी पंक्ति (अथवा स्तम्भ) के सहखंडों को किसी अन्यपंक्ति 
(अथवा स्तम्भ) के संगत रचकों से गुणा किया जाये, तो गुणनफलों का योग शून्य 
होता है। 


(4) यदि किसी साराणिक की एक पंक्ति (अथवा स्तम्भ) के प्रत्येक रचक 
को एक ही अचर पद से गुणा करें, तो साराणक का मान उसी अचर पद से 
शुणित हो जाता है; अर्थात्‌ , 


ma, b न οι 


παν bs: ος 


mas bs ८3 | 
कल्पना करो कि दक्षिण पक्षीय सारणिक के रचक 61, 62 ८४ के सदखंड Αι, 
42 और As हैं; तो यह स्पष्ट है कि वाम पक्षीय सारणिक के रचक may Mag, 
mas के सहखंड भी 41, 4, और 43 होंगे। πα: 
वाम पक्षीय सारणिक 
Ξ-παι.ἱα-|-πια, A ο -|-πιαα.43 , 
=m(arAy --a, +asds) , 
=m (दक्षिण पक्षीय सारणिक) . 
इसी भाँति 


= | αι by द 
aa Ób, Cs 


a3 b 3 σ 3: 














ay bi cr |+ 
! aa ba ca 
as 03 c3 


mar nbi Pe 
maa nba pc, 
maz nbs Pe, 
(5) यादि किसी साराणिक का एक पंक्ति (अथवा स्तम्भ) के रचक किसी 
अन्य पंक्ति (अथवा स्तम्भ) के संगत रचक के »-गुणज हों, तो सारशिक 
का मान शून्य होता है। 
यह पुर्वोक्त (iii) और (iv) गुणबर्मो से स्पष्ट है । 


(ο) यादि किसी सारणिक की एक पंक्ति (अथवा स्तम्भ) का प्रत्येक रचक 


=mmnp 
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दो पदों का योगफल हो; तो वह साराणिक उसी क्रम के दो अन्य सारणिकों के 
योगफ़ल से अभिव्यक्त किया जा सकता है; अर्थात 





αι + 1 b, οι | = |a, Ób, οι | -- οι b, οι 
aat Xo b, ce, | | as ὦ, ορ | Xs bs Co 
ass bs cs ας bg ο Xg 03. Cs 





यदि इन तीन सारणिक को क्रमशः D, A ओर Α΄ से निरूपित करें, तो 
स्पष्टतवया तोनों सारणिक के प्रथम स्तम्म के रवक .. सइखंड समान होंगे । श्रतएव 


यदि ये सहखंड 41, 42, 43 हों, तो 
D= (αι ΠΡ xı )47र्न- (a+ x 2 }4α +(a > ~ ος 9) As, 
= (αιλ1--αα.4α-|- azA3)+( «141 <d 2+ ३4३), 
ΞΔ-Δ. 
इसी भाँति, सारणिक 
| αι] οι χι οι | 


asp Sa babs ορ 
ash Xs. bbs cs. 











=| as ८०३१४३. οι | + | <, bithi οι |, 
Gs. TBs cs xy barbs Cs: 

= | a, b, οι [+ | αι βι σι [+ | <i bi οἱ τ] xı Pi οι 
G, b, Co aa Ba ca Ka ba ca | a ८2 
as bs. cs. | 63 Ba ο) ο, ७3 cs | | <s Bs c3 














सामान्यतः यदि किसी तृतीय क्रम के सारणिक के स्तम्भ (श्रथवा पंक्ति) के रचक 
मे क्रमश: m, n और p पद हो, तो उस सारणिक को mnp सराणिकों के योगफल 
से ग्रभिव्यकक्‍त कर सकते हैं। 

(7) यदि किसी साराशिक के एक स्तम्भ (अथवा पंक्ति) के प्रत्येक रचक 
को किसी अन्य स्तम्भ (अथवा पंक्ति) के संगत रचक के समान गरजों से घटाया 
अथवा बढ़ाया जाये, तों उस साराणिक का मान अरूपांतरित रहता है; अर्थात्‌ यादि 
m घनात्मक अथवा ऋणात्मक डो, तो 


1} ३ |] 


αι 
ae 


a3 
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οι 
ca, 


९3 
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αι + mbi bı cl 
aa + mba ba σα 
a; -+ mb; b; ca 








| mb, b, οι 
| mb, b, c, 


= | αι δι C1 | 
1 mb 3 b 3 ९8 


| G, bo ορ 
üz ὦ» c, 





>-वाम पक्षीय सारणिक, 


क्योंकि प्रमेय 5 के उपप्रमेय के कारण द्वितीय सारणिक का मान शून्य है । 
इसी भाँति यह सिद्ध किया जा सकता है कि 


αι 
aa 
a3 


ग्रोर 
αι 


az 
a3 





δι 
ba 
b; 


bi 
ba 


- 


b; 








44 2002 7702 ba ca 


= aL + mb acl bi CL 
a; ऊmb3-ncs bs σὰ 


= | αι 4mb, ὑι--πσι οι 
aa + mba banca ca | 
az -mbs ०३3 2१८३ ०३ 


इस प्रमेय के परिणाम का उपयोग करते समय किसी एक पंक्ति (अथवा स्तम्भ) 
को अरूपांतरित छोड़ देना आवश्यक है श्रथवा त्रुटि की सम्भावना रहेगी। 


उदाहरण: (1) सारणिक 
A 


का मान ज्ञात करो ι 


| 265 240 219 
940 225 198 
919 198 181 


[इलाहाबाद,1960] 


प्रथम पंक्ति के रचक में तृतीय पंक्ति के संगत रचक को जोड़ने पर प्राप्त रचक 
से द्वितीय पंक्ति के रचक का दूना घटाने पर प्राप्त होता है 


A= 





1 219 


4 —12 4. 
240 225 198 
198 181 
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=4 


= 0. 
(४) सिद्ध करो कि 


०-८ ca 
pas 
| y +z याथ 


| 


= 4.45 (-2) | 21 
| 19 
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4 0 0 
940 945 -42 
219 855 -38 


945 —42 
855 -38 








21 |; 
19 


Ῥ-]-α 


pra | 
z+ 


< 
τν 


प्रमेय 6 को सहायता से वाम पक्ष सारणिक 


b ca a+b 
q r-p 2--ᾳ 
Y सा τ--]ε 
Fl 
qr p+g 
yz z+! 


ar 


= 
| 











arp 


ars 
# z z 











=|b c alle 
g r .φ γ 
Y Z U z 








πο] 


pa a+b 
q p PT 
y z ४-४ 





a+b |, 
272 | 
z+ 

a+b 


p+4 
z+ 


ο ca 
r r+p 
z बसा 
ar 








NN) ic 
ἃ 89 9 





caa 
r prp 
σα x 


ar 











[उत्कल, 1952] 


(1) 


a ६८ --0 
P PT 
z +y 


(2) 





RNa 


| 





b|, (3) 
q 
y 





ca 
r P 
z = 


(4) 


क्योंकि (3) के द्वितीय, तृतीय चतुर्थ एवं पंचम सारणिक प्रमेय 3 के कारण शून्य हैं; 
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q 
# 





२ SG 





a's 


प्रमेय 2 के उपप्रमेय के कारण; 














= 21८००1८ 
b q 
z yz 
प्रश्नावली 
मान ज्ञात करो: 
1. | 20 30 40 |. 2. | 1 234 
30 10 10 | 2341 
40 10 1 | 3412 
4123| 
[लखनऊ, 1947] 
3. | 21 17 7 10 4.| 3 27'4$ 
24 22 6 10 15 90 9 14 
6 8 3 16 19 3 17 
5 71 3) 33 3) 9 38 
[वाराणसी, 1949] [πτπτι, 1958] 
5. | 1 w १८० |, यदि ७ एक का एक काल्पनिक धनमूल है । 
w w? 1 : 
w 1 w 
[दिल्ली, 1958] 
6 | 6& & ढढ 7. [05388 Z! 
G z a a szy 
aq a= y 202 
a 6 6 = 2४८५८०0 | 
[अनामलाई, 1953] [राजस्थान, 1952] 
सिद्ध करो: 
8. | 1 a ८९ | = (8-०) (०-०७) (०-०). 
1 b 08 * 
l ο ο [नागपुर, 1930] 
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9३११. 1 x =(b—c)(c—a)(a—b)(a--b-=e), 
l. b 
| G c 
| a3 US 6० 
j : [दिल्ली, 1954] 
10. | v pqg li (९-८) (४-0) (९-८). 
axrı 
a b z 1 
«bel 


11. | 2 y 2 | = s) (2-८) (४-१) (υ--ἠ-ξα-|-αγ) 
| [राजस्थान, 1959] 


d | = (abcd) (a — b+c- d 
xX(a—-b—c Ad) (a+b-c-d). 


12. 


[नागपुर, 1950] 





13. | Sind Sind CosA Cosd |= — Sin (A-B) Sin (5-6) 
| Sin?B SinB CosB 005१9 < Sim A) 
| 80720. SinC 6056. 605४८ 
जब कि 4 -HB --Ο--π. [पंजाव, 1960] 


10-6. सारणिक के गुणनफल : अब हम दो सारणिकों के गुणनफल से संबंधित 
एक व्यापक प्रमेय सिद्ध करगे। इस प्रमेय की सहायता से एक ही क्रम के दो सारणिकों 
का गुणनफल ज्ञात किया जा सकता है और विलोमतः कुछ सारणिकों को दो अन्य 
समान क्रम के सारणिकों के गुणनफल के रूप में अभिव्यकत किया जा सकता ë! 


प्रमेय : यदि 
A = ay b, οι ; 
as ὅα C3 
αρ bs cs 


2 2 
3 738 





A p= < 1 8 1 γ 1 { , 
x, B 
< 3 


सारणिक एवं संबंधित आव्यूह 189 


αι «α--ῦιβι -Γοιγι @1 2प0112 Γοιγα 

D= 6५ «ι-Γῦοβι tco] Go X 21093 9 “7०9 79 

las *<3-1-0327-7%071 “s Κα 8082000872 

αι < 3०35880173 

a, X ७१28810228 

as ५४०308०8४8 

सारणिक D का प्रत्येक रचक तीन राशियों का योगफल है । πα: इसको 

3533 = 27 सारणिकों के योगफल के रूप में भ्रभिव्यक्त किया जा सकता है! 
इनमें से एक सारणिक : 





| axı axo ०५४3 | = <1 <,Bs1 αι αι b, | =0, 
axı αα«, 0233 a, ५३ 2 
63 οι ८७3०2 0323 as Gs b, 











क्योंकि सारणिक के दो स्तम्भ सर्वसम है। निरीक्षण करने पर ज्ञात होता है कि इन 


27 में से 21 सारणिक शून्य हैं और शेष 6 सारणिकों में से जो शून्य नहीं हैं, एक 
सारणिक 





a<, bibs a| = < 33273 | αι b, C1 
aa <, bapa ८५73: ८2 ba co 
dg. <1 baba Css as: bs cs. 





= «feys A- 

इसी प्रकार श्रन्य सारणिकों में जो शून्य नहीं हैं उनका /५ एक गुणनखंड है। 

इनको एकत्र करने पर विदित होता है कि 
D= ( «18993-- 13379 + < 23971 
- x 285730 “30372 7 “ 570277) A 
ENNE 

10:61. पूर्वंगत अनुच्छेद से स्पष्ट है कि 

एक ही क्रम के दो सारणिकों का गुणनफ़ल समान क्रम का एक अन्य सार- 
[णिक होता है ι 

πα हम इसका एक वैकल्पिक प्रमाण देंगे। 

तीन सम-एक घात समीकरण 

a X +b, --οιἆ-- 0 ] 

aK --ὑρΥ-Ἴ-οιᾶ-Ξ-0 >», (1) 
az X --b Y ΓορζΞ0) 
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X= xx +y +yz) 
Y = xvt oyt ४०2० } (2) 
Z= «5५४ βαν नी Υ45 ) 
पर विचार करो ओर यह कल्पना करो कि az शून्य नहीं हैं 
संबंध (1) में X,Y,Z का मान प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है: 
(αι «101९201 *3)भ०- (८185 "0182 -+-%323) ४ १ 
नी (4177 iva cis): = 
(αρ <í b, <o ου «α )z#+ (a,B +b, B -- ०288) # v (3) 
+ (a > Y ib Yate 273 ) =0 
(αι <, +b, «ο Hes «α)α-- (a B ,+b,B, η ८3845) y 
+ (७४४1॥०3/2प08/3)20 
2, ४४ के शून्य के अतिरिक्त πτα मान से समुच्चय (3) की संतुष्टि के लिए 
यह ग्रावर्यक हे कि 
αι ९1-01 <ə-Fcí x3 αιβι--ύιβα-|-οιβ: 
as Xiba ९२०2 <3 ६2४82००४५0 2-0283 ०३४77 --0872--९८४१५ 
as २९३५-०३ acs <3 ७४80500938 2705385 ααὐι--ὐογα-|-οαγα | (4) 


_ परंतु समुच्चय (1) के समीकरण के सामंजस्य के लिए यह आवश्यक है कि 
यातो 


जिससे 


aiYi-FbiYa--erya | = 0 


αι b; ο μοι, (5) 
| ८2 b, Co 
| as bs ०३ 
अथवा X = <r Buz + Y;z= 0 ` 
1 
Y = <,z-F Bay + y.z= 0 +. 
Z = xv + βαν + 75 0 j 
द्वितीय प्रतिवंध से प्राप्त होता हे 
| xı P, Ya | 30, (6) 
ο ρα. Ys, 
| <S a τε 


क्योंकि vyz = 0 । 
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स्पष्टतया समुच्चय (1) श्रोर (3) सर्वेसम संबंध को अभिव्यक्त करते σι 
इस कारण संवंध (4) संत्रंध (5) πιτ (6) के तुल्य है। πα: (4) के सारणिक 
में (5) ओर (6) के सारणिकों का गुणनखंडों के रूप में समावेश होना चाहिए। 
सारणिकों की विमिति से यह भी स्पष्ट है कि (4) के सारणिक का संख्यात्मक mar 
के अतिरिक्त कोई अन्य गुणनखंड नहीं हो सकता। 

अतः 


८2 bo Co 2 22 72 

αφ. bs οφ a Bs. Ys | 
αι X1 -b1 ५५01 es αιβι-Γὔι 82-+-५ 83 4191 +b1Y2 +6173 | 
az «1 -b2 «ο +c «(9 azßB ,+b282+ Bs ०2४५ bats + c73 !. 
as (1 -ba ५2३ X3 asBibaBe-caBs 4371 --0372 -- ०४7३ | 


L | a, b, ὃν x | Š 1 Bi γι. 
| « 





अवयव ८,०५० ०1273 गुणकों के की तुलना करने पर ज्ञात होता है कि 
E=1! 

πασα प्रमेय प्रमाणित हो जाता Š | š 

टिप्पणी: (1) पूर्वोक्त विधियों से πα क्रम के सारणिका के लिए भी समरूप 
फल प्राप्त किए जा सकते हैं । 

(2) गुणनफल सारणिक के अनेक रूप हो सकते हैं। यह रूप गुणा करने के 
पूवं A अथवा ⁄ में अथवा दोनों में, दो पंक्तियों के विनिमय, अथवा पंक्तियों का 
स्तम्भो में विनिमय कर प्राप्त किए जा सकते हैं। परन्तु विस्तार करने पर इन सबसे 
एक ही फल प्राप्त होता É | 

10-62. उदाहरण : (i) मान ज्ञात करो? 

! a?) αὐ -Γελ ca — bA > À ८-०७ | 


ab — À ७०--१ bc-Fax — À a 
σε --ὐλ be — αλ c? A? b --ᾱ λ 


[विक्रम, 1962] 
अनुच्छेद 10:6. प्रमेय के अनुसार गुणनफल सारणिक की प्रथम पंक्ति का 
प्रथम रचक =À (a न) +० (a७ H )-०( ८७-०२ ), 

=à (4? -b2 +c + >2) 9 
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द्वितीय रचक = - ο(αἲ Hy) --X (aber) +a (ca—bx), 


तृतीय रचक --ὖ(αἲ--λ3) -- α(αὖ-|-εχ) +^ (ca - bx), 
=o] 
इसी भाँति द्वितीय एवं तृतीय पंक्ति के रचक का मान ज्ञात करने पर प्राप्त 
होता है 
AN À (a? +° +c -92) 0 0 | 
0 à (ab 4-2 +2) 0 | 
0 > (८१ --०*-|-८१--)*) 


|| 


A 





=à (a? -|- be? -|- x2)3 
(ii) साराणिक 

(a-g)? (७-2): (८-2)2 
(a-y)? (०-५): (०-५) 
(a — 2) (0०-5४)? (e-z)? 
को दो अन्य सारणिकों के गुणन के रूप में अभिव्यक्त करो । [इलाहावाद, 1956] 

यदि निर्दिष्ट सारणिक को D से सूचित किया जाये, तो 

D=) a- 26० -- a? 08- 20% -- a? ८१ -- 2८४ -- a? 

a?— 2ay +y? ०८०2-20-82 ci 2८४ py? 
a? — 2१४-- 22 _02-- 202 22 c? 2८४ 2 | 

यदि πε ΛΔ’ के बरावर हो, तो रचको के निरीक्षण से स्पष्ट है कि A की 
तीन पंक्तियों में क्रमशः 2, ४, 2 के पद होगे, और Δ’ की तीन पंक्तियों में क्रमशः 
७, 5, ¢ के पद होंगे। यह भी स्पष्ट Z कि प्रथम पंक्ति का प्रथम रचक 

l.a? -- ४ ( - 26) al 

के रूप में लिखा जा सकता है; πα: कल्पना को कि 








(1) 








D=|l 2 2| > Ια: —% 1 
1: y y b2 -9) 1 
1 2 23 ο -θο 1 











यदि श्रव हम इन दो सारणिकों को गुणा कर फल की (1) से तुलना करें, 
तो इस फल की सत्यता विदित हो जाती है। 


mi —S J asss 
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प्रश्‍नावली . 


निम्नलिखित को एक सारणिक के रूप में श्रभिव्यक्त कर मान ज्ञात करो: 




















UL 8:4 s | W (> 
1.5 3. या. 
5 6) ο 1 3 5 
2, | ०0 ο ὃ 5. 
ο ο a 
b α ο 
3. सिद्ध करो कि सारणिक 
—a? ab ac 
ab —b? be 
ac bc --ᾱ 





एक पूर्ण वर्ग है ओर इसका मान ज्ञात करो। 
[जबलपुर, 1962] 


4. सारणिक 
2bc — a? c? b2 
68 266 -- b2 a? 
b2 a? 2609 — οἳ 








को दो सारणिकों के गुणनफल के रूप में अभिव्यक्त कर उसका मान ज्ञात करो। 
[आगरा, 1957] 


5. दिखा्रो कि 


a bc: bec--ca-ab beca-ab 
becaab able! be-ca-ab | = (०-७-८3 — 360८) ८. 
be--ca--ab beca-ab abc? 





[लखनऊ. 1948] 

10:7. युगपत्‌ समीकरण का हल: सारणिक के गुणधर्मो का उपयोग एक घात 

युगपत्‌ समीकरण को हल करने में किया जा सकता है। सरलता के लिए केवल तीन 

अज्ञात पद के युगपत्‌ समीकरण के हल की विधियाँ दी जायगी | परन्तु यह एक व्यापक 
१३ 
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विधि हैं जो कि कितने ही अज्ञात पद के समीकरण के हल करने में उपयोग की जा 
सकती हैं। 


कल्पना करो कि हमको निम्नलिखित समीकरण को हल करना ë: 
αι ०--०1४ +-ciz-+d, 55० , 
७५०--०५४ + ου” + d,—0, 
७४४००३५ + csz + ds = 0 . 
सारणिक 
G, bı οι 
८2 bo ०५ 
Gs bs ०३ 
को A से एवं इसके रचकों के सहखंडों को संगत बड़े πετεῖ 41, 4», 4/8,- . . इत्यादि 
से निरूपित करो। 
निर्दिष्ट समीकरण को क्रमश: 41, 4५,45 से गुणा करने पर प्राप्त होता Š 
(७144 “०५४4 ५ + azg) z + (ναι 7५४242 + dsA,) = 0; 
शेष पद अनुच्छेद 10.5 के प्रमेय 3 के कारण शून्य Š! 


dh 4५ +d As - ἄν Αν (१८७७०७) 








C adios A: Fas As 
इसी प्रकार से | 

y T र (८1०८०७) 

y A δ 

s= — (mid) 

A 
इन फलों को निम्नलिखित सममित रूप में लिखा जा सकता है: 
x= = = y = 2 = 1 l 

bi οι ὧι | αι οι dı αι bi क| | αι δι οἱ 
bs cs da az c2 dz Ga bs da as bs ca 
bs cs ds Gs ८४ ds as bs ds J as bs cs 




















10.71. उदाहरण : हल करो 


z +z =l, 

az--by--cz =d , 

az by oz =d? . 
[दिल्ली, 1961] 


μμ” 


s.m sa i th κα" 
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अनुच्छेद 10.7 से प्राप्त होता है 


αἱ k —y E z - 2: 
H "व्वा μμ] TOE I 
b ο -d a ο —d a b -d a b ο 
b2 ८? —d2 a? οἳ -d° a? b2 -ठ2 a? b2 c2 

















सारणिक का विस्तार कर सरल करने पर प्राप्त होता है 
„— (४-0) (2-०) 
RE: (८-०) (a-c) 21 
= fo 
"(> (ὅ-α) ’ 
= (०-७) (५-०) 
κ (८-८) (०-०) ` 








प्रश्‍नावली 


सारणिक कें गुणवर्मो द्वारा निम्नलिखित समीकरण को हल करो: 


l. 3z+2 + 231, 
4% + 39 + 2z = ὃ, 
5z—+ y+ 32 = 2. 


2. x“—+2?2⁄ + 3 = 0, 
2z- 4y- z=7, 
32 + 2y + १४ = 14. 


3. α--{/---α--α -- ०, 
/----ωξξῦ- ο, 
2- » -- 2४८८ ० +- 6. 


4. 2 +y + σ--μµ =l, 
ax +-by-+cz +de = k, 
az —-b3y + c2z -|- dP. — 18, 
432 by oz -|- 6९४ — ks. 
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5. सारणिक 





a b ο 
a? b? c? 
as 08 cs 
के गुणनखंड कर » का वह मान ज्ञात करो जो समीकरण 

az by + =k, 

ax by cz = ks 

az F b3y + z= 
को संतुष्ट करे। [लखनऊ, 1951] 

10-8 संबंधित आव्यूहः अब हम ATE A 


αι bı σι 

az bs σα 

as bs cs 

से संबंधित कुछ आव्यूह का वर्णन करगे ι 
किसी आव्यूह A की पंक्तियों का स्तम्भों में श्रौर स्तम्भों का पंक्तियों में 
विनिमय से प्राप्त व्यूह को आव्यूह 4 का पक्षांतरण कहते हैं। इस भांति 


आब्यूह 
αι bi οι 
az ba ος 
az b3 c3 
आव्यूह 
ται aqa as 
bı bs b3 
οι C3 C3 


का पक्षांतरण है। A के पक्षांतरण को साधारणतया 4' से निरूपित करते हैं। 
यदि किसी वर्ग आव्यह 4 का सारणिक A =0, तो आव्यूह का विचित्र 
आव्यृह कहते हैं। यदि ^0, तो इसको साधारण अथवा अविचित्र आव्यूह 
कहते हैं । 
सारणिक A के रचक αι, 01, ०1, --- के azasi 41, Βι,Οι,... से 
रचित आव्यूह के पक्षांत रण 
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43 As Αα 
Bı Bs Bs 
σι C, Gs 


को (1) का सह खंडज MAE कहते Š | 

व्यूह (2) के प्रत्येक रचक को A से भाग करने पर प्राप्त आव्यूह को (1) 
का व्यूत्कम आब्यूह कहते हैं। स्पष्टतया व्युत्क्रम व्यूह के भ्रस्तित्व के लिए यह श्राव- 
इयक है कि /^0, अर्थात्‌, मूल श्राव्यूह विचित्र श्राव्यूह नहीं होना चाहिए। 

यदि मूल व्यूह को 4 से निरूपित करें, तो इसके सह खंडज आव्यूह को 
८०४4 और इसके व्युत्क्रम ्राव्यूह को 4-7 से निरूपित करते हैं। परिभाषा से 
स्पष्ट है कि 

4-7 = (ad 4)/Δ. 
10.81 एक महत्वपूर्ण गुण : यदि किसी AAR 4 का ἤδη आव्यूह 4-7 

हो, तो 


AAN = A A= I. 
यहाँ 44.4-1-- [ lta 1 Ay As Αα, 
az bo ८2 XN Bı Bz Bs 
as bs c, OL Ces ८४ 


A| 6841--02.91-[-0991 6242 -+baBat c02 १2४४-0०००३ ८2०३ 


_ lí aadibi Di --०७1 ardo +b1Bat c02 61-43 +b1B3 +6103 
1 
6341--03.91-[-0301. asda -+b3sBatc3C2 asA3-+b3B3 +c303 | 


Lia 0 ο]- {α ण mt 
FAO A 0 [0 टा 
| 0 0 A J (0 ο 1] 


इसी भाँति हम सिद्ध कर सकते हैं कि 4141. 

10.82. व्युत्क्रम आव्यूहू की अभिगणना : व्युत्क्रम आव्यूह की अभिगणना या 
तो परिभाषा अथवा गुणों की सहायता से करते हैं। यह दोनों विधियाँ निम्नलिखित 
उदाहरण से स्पष्ट हो जायेंगी। 


उदाहरण: AE 
4 | 
क्‌ 


= ७७ = 


= ο ७७ 
SI 


0 

1 

3 
के ब्यृत्कम की अभिगणुना करो ι 
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प्रथमविधि : यहाँ 
= 0; ᾳ 3 — ο. al 0 
Ἱ 9 3 T 5 .-1 
300 rl g” TT 
ἘΞ 1 =l | =-2; 
|3 ना 
Αι--| 2 3 |=-1; 4,= =+ 1; A,= ----1, 
1 2 3 
इसी भाँति 
8 ; Βο---6 ; B =+2, 
61-5-8 ; ०,च--3; C=- 1. 
<. αἱ 4/-1 + -ι 
8 -6 --2 
—5 3 -1 
श्रौर Απ =| 1/2 -1/2 1/2 


-ᾱ 3 
5/2 -3/2 1/2 / 


द्वितीय विधि: आव्यूह समीकरण 


AX=B 
से प्राप्त होता है कि . 
012 αι | = f b: 
1 2 3 σα ba ; 
3 1 1 σα bs 
ध्रयवा 0 +a Á-F2zs. ΞΞὖι, 
८५-22 + 323 Ξ-ὖο, 
321 --४५ -- 23 =b3. 
हल करने पर 
_ 9 b b 
Ἐς δεν MB, 
zs = — 401 -|- 3०4 b , 
35 
T3 = 5 = πε 
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श्रथवा αι | =í 1/2 -1/2 1/2 | δι 
T2 —4 3 —1 2 |? 
x3 5/2 -3/2 1/2 b; 
अथवा X= AB. 
अतः 1/2 = 1/2 1/2 
A-1—| -4 3 -1 
5/2 -3/2 1/2 
प्रश्नावली 
1. यदि l 2 g 
A= 9 Q =n |. 
1-91 u 9 


तो इसका पक्षांतरण 4 और गुणनफल 44’ ज्ञात करो। 


-2 यदि ai A 
455 ; |" 


तो 49, 43 और 4 का मान ज्ञात करो। 


3. आव्यह Cos x Sinz 
—Sim 2 Cosx |} 


का सहखंडज आव्यूह ज्ञात करो श्रौर सत्यापन करो कि 
A (adj 4) = (6०४4 ) 43141 1. 
4. ्राव्यूह 1 ο -ι 
A= |S ६ 
0 -6 -7 
का पक्षांतरण α΄, सहखंडज adj 4 और व्युत्क्रम 4-7 ज्ञात करो। 
निम्नलिखित श्राव्यूह के व्युत्क्रम की अभिगणना करो: 
ο ο) 
1 αἱ 
ο ο 
ο 1 


5. í 0 
0 
1 
0 


OOH 


š 
x 
8 
Γι 
तर 


5 


° o° S = 
5 = = ° | 
o.oo 
=° °° 


@— =k HOO 


wa 


Veme OOH 
“+ ७-०? PTO 


] 


निम्नवत, πι5ηξ के व्युत्क्रम की अभिगणना करो और संबंध 44¬1=]1 के 
द्वारा अपने उत्तर का सत्यापन करो: 
9. CoO _-७४४% 0 0 
Sin 0 Cos 0 0 
1 


0 0 
10. 1 α b τ 
0 1 0 
0 0 1 
11. 3 -2 0 —1 | 
0 2 2 le 
ιν”. κ - | 
0 1 2 L. J 


10:83. युगपत्‌ समीकरण का हळ : व्युत्क्रम ग्राव्यूह के उपयोग से एक घात 
युगपत्‌ समीकरण को हल किया जा सकता है। सरलता के लिए केवल तीन श्रज्ञात 
पद के युगपत्‌ समीकरण के हल करने की विधि दी जाएगी । परन्तु यह एक व्यापक 
व्यापक विधि है जो कि कितने ही अज्ञात पद के समीकरणों को हल करने में उपयोग 
की जा सकती है। 

कल्पना करो कि हमको निम्नलिखित समीकरण को हल करना है: 

बाण -+ biy + z = d) 
62% b, + ०५४ = d, (1) 
αφ bay + csz = ds. 
इन समीकरण का तुल्य आव्यूह-समीकरण 
αι bi οι 2 dı 
ds ba Cs y 
63. b 8 Cg. z ds 


| 
κ. 


(2) 
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अथवा, संक्षिप्त में 
AX= D 
है, जिसमें 4,2 और D क्रमशः (2) के तीन आव्यू हों को निरूपित करते ë 1 समीकरण- 
(3) के दोनों पक्षों को व्युत्क्रम आव्युह 47? से गुणा करने पर प्राप्त होता है 
4०574 2 -- 4-7० , 


अथवा 1ΙΧ--Α-1}, 

अथवा X= ΑΠΙΡ, 

अर्थात्‌, α} 1 [41 As 43 | X [ aà 1 
4 A | tBi Bs Βα ds 
z σι Cs σι ds 


πε समीकरण (1) का हल है। 


उदाहरण: हल करो: 

To 42r; =2, 

σι -+222 323 Ξ-ά, 

321 ra 23230. 

यहाँ Δ ----5; 

i=- l; As=+1; 485८-१1; 
Jp = 8; B= - 6; B; =-—-2; 
0 =- 5; CG; = -4+ 3; σα---1. 


| 1/2 -1/2 1/2 | 
*, Απ. = | --ᾱ 3 -ι 


5/2 -3/2 1/3 


ग्रोर 
= = ç 1/2 -1/2 1/2) x [27 
y — 4 अक पा | 4 | 
2 | 5/2 -3/2 1/2 | 6 J 
= 1. =5 ΘΝ 
-8 12 —6 
ह ठा ats 
EF} 
—2 
2 


अतः 2= 2, y = —2, 22. 
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बोजगणित 
प्रश्‍नावली 
निम्नलिखित युगपत्‌ समीकरर्णों को आव्यूह के गुण धों द्वारा हल करो: 
1. 22 -- y=4, 
32 --2४ =7. 


9. z+ y+z =3, 

z+ 2y 32 =4, 

z 74४ +9% 56. 

3. ४--५/ - 22 =l, 

22- 72 —3, 

zy -z 5. 
4. 321. — T2 + 623 =1, 
21 --22४३- 325 --0, 
221 -- 322 -- ४3--9 Ξ-0. 


5. 221 7८८2 — 223 =b? 
223 -z 421 — 1= 0, 
821 23 — 22 --ὅ --0. 


10:9. विविध उदाहरण: (i) दिखाओ कि समीकरण 





σ -6 --1|--0 
2 -327 ८-3 
—3 2% 2-2 


-का एक मूल z— 2 है और इसको पूर्णतया हल करो ι 
[आगरा, 1948] 
वाम पक्ष सारणिक में ४-2 रखने पर इसकी प्रथम दो पंक्तियाँ सवंसम भ्रौर 


πα: सारणिक का मान शून्य हो जाता Š | इस कारण ८-2 इस समीकरण का एक 
मूल है। 


यदि वाम पक्ष सारणिक को / से निरूपित कर, तो प्रथम पंक्ति में से द्वितीय 
"पंक्ति को घराने पर प्राप्त होता है 
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A= | ४-2 3z—6 2-2 |, : 
2 - 32 ८-3 
| —3 22 v42 
= (x-2) 1 3 -l ; 
2 -ᾱς ८-3 
— 2 x--2 
= (४-2) 1 - 0 
2 -32-6 ८-1 
-3  2&--9 ४-7 
= (९-2) (४-1) | -3z-6 1j, 
2०--9 1 





----δ(ᾳ--5) (४-1) (z+3). 
अतः निर्दिष्ट समीकरण के मूल 1, 2 और -3 हैं। 
(४) सिद्ध करो कि 
πω 
a b c |= (८-०) (०-०) (b-a). 
a? 92 c? 

यदि = अथवा ८-८ अथवा ०८-४० लें, तो सारणिक के दो स्तम्भ सर्वसम 
ΕΙ जाते हैं और सारणिक शून्य हो जाता है। इस कारण (०-४), (०-७) और 
( ७-८ ) सारणिक के गुखनखड हैं। यह भी सरलता से देखा जा सकता है कि 
सारणिक a b, ८, में एक सम त्रिघात व्यंजक है। अतः 








1. ἃ Ἱ 
a b ο | =k (८-०) (०-०) (b-a). 
a? 52 c? 
दोनो पक्षों में अग्रग पद ०८१ के गुणांकों की तुलना करने पर k—1 प्राप्त 
होता है। 
अतएव परिणाम सिद्ध हो जाता δι 
(iii) यदि सारणिक 
A= αι bi ल. 
az ba ca 
a3 b3 cs 
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Ñ ar, bi, ०1, - - - रचक के सहखंड 41, Βι, On, . . . हों, तो सिद्ध करो कि 


Δ ‘= A 1 Bı σι 
4 2 Bz Cz 
A 3 B 3 σ 3 








[पंजाव, 1962] 
कल्पना करो कि 


Αι Bı Οι 
Az Bs C2 
As Bs C3 


A= 


; 








तो गुणनफल सारणिक A A के प्रथम स्तम्भ का 
प्रथम रचक=०141 0151 -Ἴ[-οισι-- A; 
द्वितीय रचक८८६142 -- 132 +- ०102 = 0; 
तृतीय रचक 5८८४4 3 + ४133-10. = 0. 
इसी भाँति द्वितीय एवं तृतीय स्तम्भों के रचक ज्ञात किए जा सकते हैं; 
तव 


AA A 0 
0A 
ο ο 





0 | 
0 
A| 
अतः NINE कि वांछित फल है। 
(iv) यदि 
(f2—bc)z--(ch — fg)z + (bg - hf)z = 0, 
(०४-४०) ० + (Φ5-- εαὴν + (af — gh)z = 0, 
(bg - hf) (af— ५७)४ + (15-- ab)z= 0, 
तो दिखाओ कि 
abc -|- 21978 — af? - bg? — ch? = 0. 
निर्दिष्ट तीनों समीकरण के सामंजस्य के लिए यह आवश्यक है कि 


४१-०० ch—fg bg—- h |=0, 
ch—fg g2—ca af—gh 
bg—hf af—gh 7९-०0 


सारणिक एवं संबंधित आव्यूह 205 


a h g i 

h b f 10-20. ' 
g; नद 

इसका विस्तार करने पर वांछित फल प्राप्त हो जाता है। 


अथवा 


विविध प्रश्‍नावली 
मान ज्ञात करो: 
1. 11 Ὢ ο. 
1 2 338 CRANS 
1 3 6 10 15 
1 4 10 20 35 
1 5 15 35 69 
[आगरा, 1954] 
2. | ७३ a a 1 
b 2 b 1 
ढ ο ο 1 
qa d d 1 
[यू० dre सी० στο, 1947) 
3 2 22 32 42 
95 32 42 52 
32 42 52 62 
42 52 62 72 
[आगरा, 1954] 
ναι ἩἹ 1 
1 1--9 1 1 
1 1 lel 
1 1 1 1 a 
[इलाहाबाद, 1959] 
5. सिद्ध करो कि 
bc a aè | = | 1 αἳ a 
ca b b 192 05 
ab ο οἳ 1 68 c’ 








2 i 
और द्वितीय सारणिक का मान ज्ञात करो। [अलीगढ़, 1953] 
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6. यदि ० एक का एक काल्पनिक घनमूल हो, तो दिखाश्रो कि 


1 w w? wè ο ' 1 1—2 1 
w ww 1 I 1 1-2 
w w lw * “20 USO CD | 
w? 1 w w? 1— 1 1 


अतएव यह सिद्ध करो कि वाम पक्ष सारणिक का मान 3,/ (-3) है। 
[आगरा, 1955] 
7. यदि ८-+-४-+-०=0, तो हल करो, 


a—z c b | = 0. 
c 9-2 α 
b α 6-० | 





[अऑन्घ्र, 1954] 
_ निम्नलिखित समीकरण को हल करोः 
8. | २-2 22-3 ३2-4 =0. 
z—4 2z—9 85-16 
2—8 2z—27 82-64 


22 2z+3 Sr 4 
| 2७-03 je 4α-|- 5 
3%+-5 5x8 102 --17 








[आगरा, 1951] 


e 





[गोरखपुर, 1962] 
0 e 65153 87-1 | =0. 
622 92-52 122 
| 82--1 19ᾳ 162--2 
[लखनऊ, 1950] 
सिद्ध करो: 
11. | 4 5 6 z | (५८-2४) 
5 679 
678 
syz ' 
[सागर, 1962] 


12. bc -ad 363 {aids | =—(b—c) (c-a) (८-०) (०-५) 


= 


1 66 Ó+bd. c?a?-+b?d2 (०-6) (०-०) 
1 ८७-८५ 6१05 +c?d2 
[पंजाब, 1951] 


सारणिक एवं संबंधित आब्यूह 


2 αἳ -bcd | =0. 

b3 -cda 
c? -dab 
d? -|- abc 


mme e 
eo ० 8 
s ९ ४ ६ 


" 


14. 





(a-z)? (b—z)° (८-८) 
(a-y)? 0 στ 


(८-2)? (δα) πο. 





15. a? 9० 
αἲ |-αὐ b° 


ab 08 -[- 0० 


acc? 
ac 
ος 





10. α b απ -- by 
b ο bz -+ cy 


am--by bz+ cy 0 





a? 
b2 
c? 


αἲ --(ὁ-- ο)” bc 
98 - (०-०)१ ca 
64 -- (a-b)? ab 





2a 
ὃ --ο--α 
2ο 


2α 
2b 
c—a—b 


2b 


18. a—b—c 
| 2c 


(b+c)? α 
52 


c? 
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[गोरखपुर, 1952] 
= 2(0-०) (८-८) (७-० 
> (४-८) (४-०) (५-४ ) ὃ 


[नागपुर, 1954]. 
= 4a2b2c2. 


[अलीगढ़, 1952] 
= — (ac ¬ b? 


) 
X (ax? + 2029 + οὐδ). 
[लखनऊ, 1957] 
= (०-८) (०-०) (6-० 
x (abe) (abe). 
[इलाहावाद, 1955] 
= (a +b +c)’. 


[काशमी र, 1951] 
= 2८8० (a +b + c). 


[आगरा, 1962] 
= (apie a1). 


[कर्नाटक, 1954] 
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31. | 4. ८४--1८९-]-1 b2-L-1 ए--८ |= (bc-Fca-+-ab )*. 
c2+-1 ०१-1-०१ -1 al ca 
1 a] api ΕΙ α-|-δ 
Bite σα ab 3 
[ राजस्थान, 1950] 


12 
t 


सारणिक के गुणधर्मो के प्रयोग से हल करो: 
x-+y-+z Ξ-0, 
(be) x (ca) y+ (ab )==0, 
bex--cay--abz =1. 
23. दिखाश्रो कि 


( 1 --ἴαπ 9/2 1 tan g/2\ — = (cos ϱ-- sin 0Ñ . 
tan 0/2 1 — tan 0/2 1 sing ००४७ 


24. ग्राव्यूह के गुणधर्मी की सहायता से हल करो: 
(i) 5x3y + 72-7४ (ii) 212s 2s 5८6, 
32--267/--22-9, 21222-323=14, 
7४-2४ -102=5 z1i—--4zs—--7z3=30. 
25. सिद्ध करो कि 
८--४० ο--τᾶ | > | «--ἱβ 7-8 
— cid a- ib -y—iş «--ὶβ 





को 
| 4-18 C-iD 
-ᾱ-- iD A+iB 
के रूप में अभिव्यक्त कर सकते δι πα: दिखाओ कि चार वर्ग के दो योगफलों के 
-गुणनफल को चार वर्ग के योगफल के रूप में श्रभिव्यकत किया जा सकता Š | 
[त्रावणकोर, 1947] 


26. यदि 7१--४*--७१-]-४१ और ५२=४2-22-}-29 हो, तो दिखाश्रो कि 








१४ - z αα--5 vy—z? |=| r? u? u? 
zæ - y? vy -- 22 yz - x? u? 72 u? 
αγ - &१ १४ - ८० zz - y? u? u? r? 





[वाराणसी, 1959] 


अध्याय 11 
ससीकररा-सिद्धांत 


11.1. हम प्रारम्भिक बीजगणित में वर्ग समीकरण सिद्धांत का श्रध्ययन कर 
चुके हैं श्रव इस अध्याय में परिमेय पूर्ण सांख्यिक बीजीय समीकरण के कुछ 
मौलिक गुणों का विवेचन एवं संख्यात्मक समीकरण के हल की विधियों का 
वर्णन करेंगे | 

11.2. परिभाषा: किसी शून्य से समीकृत «के फलन को समीकरण कहते हैं 
यदि फलन केवल z के विशेष मान के लिए शून्य के बरावर हो । इस भाँति »*--8%-|- 6--0 
समीकरण है क्योंकि फलन αἲ-δα--θ, 2 के 2 अथवा 3 के अतिरिक्त किसी _ 
अन्य मान के लिए शून्य के वरावर नहीं है। यदि » के प्रत्येक मान के लिए /(») 
शून्य के बराबर हो, तो /(») —0 को सर्वश्नम्रिका कहते हैं। 

» के किसी मान < को जो कि समीकरण को संतुष्ट करता है, समीकरण 
का मूल कहते Š | यह तब ही सम्भव है जब कि/(2) का एक गुणनखंड (z— <) 
है। अतः जव समीकरण का एक मूल < हो, तो यह श्रन्तर्निहित है कि (z— <) 
समीकरण का एक गुणनखंड है। 
जा किसी समीकरण के समस्त मूल ज्ञात करने को समीकरण का हल करना कहते ξι 
केसी ; 

60०४० aia! -paari L. ....... -anıt -an 
समरूप व्यंजक को, जिसमें गुणांक αρ,αι, ४2, - - - इत्यादि परिमेय संख्या और 
घात ७, १-1, १-2 ,. . . इत्यादि पूर्णं संख्या हैं, ० का परिमेय Tq] सांख्यिक फ़लन 
अथवा IRI ्रौर इसको शून्य से समीकृत करने पर प्राप्त समीकरण 

αρ. ajo! Haora .... Hantaan = 0 (1) 
को परिमेय पूणा सांख्यिक अथवा वह पद समीकरण कहते हैं। यह वहपद समीकरण 
का मानक रूप भी है। 

प्रायः समीकरण (1) को ८० से भाग कर 

απ-|-χιωΏ-1 poze? P ..... -[-ρα--ι--]-ρα = 2) 

के रूप में श्रभिव्यक्त करना सुविधाजनक रहता ë | इस ग्रध्याय' में (2) को संक्षिप्त 


रूप /(2) =0 से सूचित करेंगे। 
१४ 
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किसी समीकरण में < की उच्चतम घात को समीकरण की कोटि कहते हैं । 
इस भाँति २२-5: !--6 =0 द्वितोय कोटि का समोकरण, 2१-1 --0 तृतीय कोटि 
का समोकरण और (1) nth कोटि का समोकरण है। fada, तृतीय एवं चतुर्थ 
कोटि के समोकरण को क्रमशः वर्ग, घन एवं agai समीकरण भी कहते हैं। 
15. समीकरण के गुण : अब हम परिमेय पुर्ण-सांख्यिक समीकरण के कुछ 

उपयोगी गुणों का विवेचन करेंग। 

प्रमेय : (1) ग्रत्येक समीकरण /(2) = 0 का एक मूल, वास्तविक अथवा 
काल्पनिक, होता है ι 

इस मूल प्रमेय का प्रमाण कठिन है श्रोर इस पुस्तक के श्रमिप्राय के बाहर है। 

(2) प्रत्येक कोट के समीकरण /(2) = 0 के यथार्थतः n मूल 
होते हँ । 

समीकरण 

(2) =r- ०४1५४१ paren -Fpa—iz--pa==0 (1) 
पर विचार करो। 

इस समोकरण का एक मूल वास्तविक अथवा काल्पनिक होगा । कल्पना करो 
कि यह <a है; तो f(z) का (४- «ι) एक πππας हूँ, और 

(०) 55(४- <1) f(e), (2) 
जव कि /1 (४) एक १५०1 काटि का परिमेय पुणं सांख्यिक व्यंजक है । 

पुनः, समोकरण fy (z) =0 का एक मूल, वास्तविक श्रथवा काल्पनिक, होगा 1 
कल्पना करो कि πό मूल <a है; तो /1 (z) का एक गुणनखंड (»- <a) होगा और 


fy (z) = (z— <a) /४(०) ५ (3) 
जव कि fa (z) एक ५-2 कोटि का परिमेय पूणं सांख्यिक व्यंजक g | 
πα: 
(८) = (० <1) (= <s) Ja (z)- (4) 


इसो प्रकार को कृति से प्राप्त होगा कि 
Γ(α)ξ(αω- xı) (४९- Xs). (४- <n)fa(z), (5) 
जव कि fa(z) की कोटि n- n, अर्थात्‌ शून्य τι 
संबंध (1) के दोनों पक्षों में οὐ के गुणांकों को समीकृत करने पर प्राप्त हाता 
है कि 
(९) = 1. (6) 


समोकरण-सिद्धांत 211: 


अतएव 
(०) 5३ (४- «ι) (α- ες 05007 (α-- <n). (7) 

इससे यह स्पष्ट है कि समीकरण /(2) = 0 के यथार्थतः मूल ०1, «५, 
Xg- < हैं। यह मूल, वास्तविक अथवा काल्पनिक, समान अथवा असमान हो 
सकते हैं । 

उपग्रमेय श (1) यादि समीकरण 

F(x) sag -|-αιωῦτι--...... + an—iz + aa = 0, 
के मूल 1, ἕον-----. A <n Ë qI 

- F(x) 3३0 (४ xı) (α-- Ga A. asa (α-- xn) 

(४) याद्‌ एक » कोटि का पद्‌ /(2), » के » से अधिक मान के लिए 
शून्य हो जाय, तो वह बहप शून्य के सवंसमतः RIR होगा । 

(ii) याद्‌ = में दो वहू.पद, जिसमें से ग्रत्येक *वी कोटि का है, शके πῇ 
आधिक मान के लिए बरावर हां, तो बहपद सर्वसमतः बरावर होंगे, अर्थात, एक 
में = काँ प्रत्येक कॉट का गुणांक दूसरे बहपद के संगत गुणांक के वराबर 

πι 

(3) याद्‌ /(५) एक IR, ८ आर ० वास्तविक, तथा fla) और /(०) 


में से एक धन AR दूसरा ऋण चिन्ह का हो, तो समीकरण f(z) = 0 का 
कम से कम एक मूल ० आर b के मध्य हाया । 


हमें ज्ञात हे कि बहुपद /(2), z का एक सतत फलन है। πα: जव 2, ८ से 
b तक क समस्त मान द्वारा पारित होता है, /(2) भी /(α) से /(०) तक के 
समस्त मान द्वारा पा।रत होता š 1 परतु /(८) πὶτ /(०) में से एक वन और 
दूसरा ऋण gl श्रतः ८ और ४ क मध्य के कम से कम 2 के एक मान ० के लिए 
f(z) शून्य हा जायगा πὶτ तव ο वाँछित मूल होगा । 


(4) विषम काटि प्रत्येक समीकरण का कम से कम एक वास्तविक मूल 
होता हे जिसका चिन्ह अतिम पद के 1चन्ह से अभिमुख होता Š | 
कल्पना करो कि समीकरण : 
f(z) =m | का था! Hp.. . . . . --99-3«--2४ = 0 
ë! 
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स्पष्टतया 
7(0) 55३४७ $ |(-|- ०९) ८८० ; /((- ० )55५- ० . 
यदि pa धन है, तो /(0) धन और /(- ο) ऋण है। ग्रतः ग्रनुछेच्द 
12:33 से r=- % और ४८८० के मध्य एक मूल होगा जिसका स्पष्टतया चिन्ह 
ऋण होगा । 
यदि pa ऋण है, तो /(0) ऋण और /( ०) बन है। πα: (3) से ४5८0 
और z— ० के मध्य एक धन मूल होगा | 
यह प्रमेय को प्रमाणित करता है। 
(5) सम कोटि के प्रत्येक समीकरण के जिसका अंतिम पद ऋण हे, कम से 
कम दो वास्तविक मूल, एक घन और दूसरा ऋण, होते हैं। 
यहाँ f(- ०) धन, /(0) ऋण, J(+ ७) धन हैं, क्योंकि n सम है 
्रौर झतएव z— -|- ου तथा 2= — ου दोनों के लिए zn घन δι πα: (3) से 
समीकरण का कम से कम एक मूल 2=0 श्रौर α---|- ० के मध्य होगा। 
(6) यादि f(z) समस्त yain वास्तविक हैं, ओर <- १8 समीकरण 
7(४) 55० का एक मूल है, तो «-४8 भी एक मूल होगा | 
कल्पना करो कि /(») को 
(α- x+iß) (α-- «-β)--{(α- « )?--8? ) E 
से भाग करने पर भागफल Q(2) और शेषफल, जो कि प्रथम से उच्च कोटि नहीं 
T सकता, Ris- R, है। यदि ७ और R, वास्तविक संख्या हैं; तो 
/(०)5((४- <)*+ B°) Q(z) ἠ-Βια--Βε. 
इसमें ०= < +ib प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है 
0=0 +R: ( < +ib) +R. 
दक्षिण पक्ष के वास्तविक और काल्पनिक भागों को पृथकतः शून्य के बराबर 
समीक्षत करने पर प्राप्त होता है 
Rı x J- Rs = 0, 
Ειβ == 0. 
इसमें 8 शून्य नहीं हो सकता क्योंकि तव मूल वास्तविक हो जाएंगे। πα: 
21 = 0 और R= 0 । 
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अतएव (¿z— < )१-- 82 व्यंजक f(.z ) का एक ymas, παῖα, 
z—( = +18) और s- (xib) व्यजक /(») के दो “गुणनखंड हे 
इससे यह विदित होता है कि दोनो, < +B आर < —iB, समीकरण /(2) = 0 
के मूल हैं।; 

(τ) यदि समीकरण f (z:) = 0 के गुणांक परिमेय और एक मूल ०-५/2 
है, तो ८-५/४ भी समीकरण का मूल होगा 1 

इसको पूवांक्त प्रमेय को भाँति प्रमाणित किया जा सकता है 

(8) किसी समीकरण Sle) = 0 के घन मूल /(2) के पदों में चिन 
परिवर्तन (+ से - को और - Q + को) से आविक नहीं हो सकते आर 
ऋण मूल /(-2) के पदों में चिन्ह परिवर्तन (+ से -,को और - 8 औ 
को) से अधिक नहीं हो स कते। 

इस नियम को दकातं का चिन्ह-नियम कहते ξι 

कल्पना करो कि /(2) के पदों को यादृच्छिक लेने पर उनके चिन्ह निम्नांकित 


-— i I 
स्पष्टतया इसमें पाँच चिन्ह परिवर्तन हैं। अव यदि हम समीकरण को z— < 
से गुणा करें, जव कि « कोई धन संख्या है, तो गुणन में पदों के चिन्ह निम्नांकित 
व्यवस्था के अनुसार होंगे: 


++-+-+-- 

= 

++-+-+-- 
--+-+-++ 


TT L = 
गुणनफल के संदिग्ध चिन्ह + और क धन (+) और (-) दोनों हो 
सकते हैं। यह पदों के संख्यात्मक मान पर निर्भर रहेगा। 
यह निरीक्षण से स्पष्ट है कि गुणनफल में चिन्ह परिवर्तन की संख्या न्यूनतम 
होगी यदि संदिग्ध चिन्ह अनुवर्ती चिन्ह में बदल दिए जायें। उस स्थिति में गुणनफल 
के पदों के चिन्ह निम्नांकित होंगे: 
न οσο 
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इस व्यवस्था में चिन्ह परिवर्तन को संख्या 6 है जो कि S(r) की चिन्ह परि- 
वर्तन को संझ्या से एक अधिक δι अतः यह अनुगमनित होता है कि धन मूल 
« के संगत गुणनफल z — « से /(2) को गुगा करने पर चिन्ह परिवर्तेन को संख्या 
कम से कम एक बढ़ जाती है। 
अब समीकरण /(2) ==0 पर विचार करो। कल्पना करो कि इसके m मूल 
धन और शेष n-m मूल ऋण, शून्य अथवा काल्पनिक हैं; तो हम लिख सकते 
हैं कि 
f(z)=(=—<,) (४- ०५) --- -- --- (z— xm) F(z). 
व्यंजक P (2) में चिन्ह-परिवर्तत हो सकता है श्रथवा नहीं हो सकता है परन्तु 
उसको (z— <1), (४- ०५ ) (ω-- xm) से गुणा करने पर उसकी चिन्ह 
πιτητη संख्या में कम से कम m को वृद्धि हो जातो है। इस कारण /(2) में 
चिन्ह-परिवर्तन की संख्या कम से कम m δι 
अतः f(x) --0 में धत मूलों को der /(2) में चिन्ह-परिवर्तन की संख्या 
से अधिक नहीं हो सकती। 
पुनः, यदि 
f(z=) =(=— < ) (८-४) (z—y)-........ 


तो /(-2२)=(-) (x+ <) (»४--8) (z--Y)......... 
अतः f( —z) =0 के मूल - «,-, . . . हैं, παῖπ, संख्यानुसार f(z) 
=0 के मूल के वरावर परंतु अभिमुख चिन्ह के हैं। श्रतएव |(α) --0 के ऋण 
मूलों की संख्या /(- 2) =0 के धन मूलों को संख्या के वरावर है और इस कारण 
f(-x) में चिन्ह-परिवर्तन की संख्या से afas नहीं हो सकती। 
उपग्रमेय / यदि किसी » कोटि के समीकरण के σπα के चिन्ह-नियम द्वारा 
ज्ञात किए गए घन और ऋण मल क्री संख्या » से अधिक न हो, जब कि 
n' <n, तो /(») = 0 के काल्पनिक मूल की न्यूनतम संख्या #-»' है । 
(9) किसी समीकरण fle) = 0 का शतीं कोटि का वहल मूल समीकरण 
/"(५) =0 का (7-1)वीं कोटि का वहल मूल होता है । 
यदि समीकरण /(») 5८50 का < मूल वीं कोटि का aga मूल 
है, तो 


समोकरण-सिद्धांत 215 


(०) = (४- ««γτ(α--β ) πας. 


अवकलन करने पर 
(=) --τ(α-- « )7२(७४- १) (४-9) 
+ (४- κ)πε{(ο-β) (α-γ)-..} 


अतः श¬ < समीकरण Jf'(z)=0 का (४-1) वो कोटि का aga 
मूल š! 


a 


समीकरण f' (७) =0 को f(z)=0 का प्रथम व्युत्पन्न समीकरण कहते 
हैं। इसी भांति f (e) =0, ΓΙ (2) =0, इत्यादि को द्वितीय, तृतीय, इत्यादि 
व्यत्पन्न समीकरण कहते हैं। 


11.31. उदाहरण: (i) दिखाओ कि समीकरण z° — 7४--2--0 का एक 
मूल ऋण, एक 0 और 1 के मध्य और एक अन्य 1 से वड़ा है | 


यहाँ /(- ० ) ऋण, /(0) धन, /(1) ऋण πὶτ /(--० ) धन है। 
अतः एक मूल ऋण, एक 0 और 1 के मध्य और एक अन्य 1 से वडा है। 
(४) यदि समीकरण 
४४४ +- 2४0 - 164? -- 22% 7550 
का एक मूल २+-,/3 है, तो समीकरण को हल करो। [मैसूर, 1934] 
समीकरण का एक मूल 2-९/3 है, और 
1{ z) = αἱ -2x3 — 16x? — 222 7 
के सव गुणांक परिमेय हैं; इस कारण 2-,/3 भी एक मूल है। πα: 
(४-2- «/3) (४- 2--1/3) (४-2)2- 3-४ - del 
निर्दिष्ट समीकरण के वामपक्ष का एक गुणनखंड है | इससे भाग करने पर समीकरण 
z2 +6z --7 = 0 
हो जाता है, जिसको हल करने पर प्राप्त होता है 
४-- - 3-- ,/ 2. 
πα: निर्दिष्ट समीकरण. के मूल 24/3 और -3--./2 हैं। 
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(i) दकात॑ के चिन्ह-नियम की सहायता से समीकरण 
x --152* --7 ४ --1 1 =0 
के यूलों का स्वरूप ज्ञात करो ι 
यहाँ f(s) = --1 5289 --7७- 11 में केवल एक चिन्ह-परिवतंन है और 
झतएव इसके घन मूल एक से अधिक नहीं हैं। 
पुनः, f( - 2) =¦ {-152? - 7४-11 में केवल एक चिन्द-परिवर्तन हैं 
और Haga .. 4 a í ¦ /(») के ऋण मूल, एक से अधिक नहीं हैं। 
इस Haa. cude walawi ५ दो से अधिक वास्तविक मूल नहीं हो सकते 
और अतएव इसके काल्पनिक मूलों की संख्या दो से कम नहीं हो सकती। 
टिप्पणी : अनुच्छेद 12.35 के प्रमेय 5 से स्पष्ट है कि निर्दिष्ट समीकरण के 
वास्तविक मूलों की संख्या दो से कम नहीं हो सकती। श्रतः इस समीकरण के दो मूल 
वास्तविक और दो काल्पनिक हैं। 
(iv) समीकरण 
at — θα” -8x — 3 =0 
को, जिसके वहल मूल हैं, हल करो । 
[मँसूर, 1948] 
यहाँ, f (z) = αἱ-- 6z2 —8zx — 3, 
और f'(x) = ६४8 -- 12x +8. 
इनका ,म० ο (ᾳ--1)38ι πα: इनमें से तीन मूल 1 के वरावर हैं। 
/(») को (४-1)* से भाग करने पर ४--3 प्राप्त होता है। πα चतुर्थ मूल 
-3 ë! 


प्रश्‍नावली 
निम्नलिखित समीकरण के धन मूलों का पता लगाश्रो: 
1. 2- 222 - 932 - 700. 
9, αὖ -- ८3३ - δας - 530. 
3. x5 - 4६७ — 2 =0. 
4. ४29 — 4४० -Jri — 2x — 3 =U. 
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5. समीकरण 
9α4--4α5 --1122-92-26 --0 


र 1, 5; Ξ 
को जिसका एक मूल 515 है, हल करो। 


6. समीकरण 
624—1323—35z2—z -+3 0 
को, जिसका एक मूल 2-./3 है, हल करो। 
[काशमीर, 1953] 
7. दिखाश्रो कि समीकरण 
27-21 42-5 =O 
में काल्पनिक मूलों की न्यूनतम संख्या 4 δι 
z [गोरखपुर, 1960] 
8. समीकरण 
z9—z5 a x21 =0 
के काल्पनिक मूलों की न्यूनतम सम्भव संख्या ज्ञात करो। 
9. amd के चिन्ह-नियम की सहायता से {πειπὶ कि समीकरण 
210— 4८0 —2⁄4—2z — 3-0 
के ग्रवास्तविक मूलों की न्यूनतम संख्या चार है । 
[नागपुर, 1950] 
10. faari कि समीकरण 
४४७ — ४०- 10: --7 = 


` 


के दो धन और चार काल्पनिक मूल Š । 
[इलाहावाद, 1959] 


निम्नलिखित समीकरण को, जिनके बहुल मूल हैं, हल करो: 

11. a1 — 9z2--4z + 12= 0. [कर्नाटक, 1954] 

19. xë — αὖ -|-4αδ-8α-|-5--- 0. 

11.4. मूल तथा गुणांक में संबंधः कल्पना करो कि समीकरण 

f(z) =zn--pian— parn. . Fore pa =0 (1) 
के मूल «1, ία, X3,..., Xn हैं; तो 
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को Epis pao}... poz po 
= (z— <1) (5- κα)... (ς- xn), 
=x ( <, + ५७ «α]-...|- «< n) 2 
—( xı Xe «(1 «<३-- - -न॑- xni २९०) थप 
( «1 <s ८७० <i ses... <n <n— n) 
----.-[-(--}η <i <s... <n (2) 
सवं-समिका (2) के दोनों पक्षो के 2०, ०-५... के गुणांकों को समीकृत 
करने पर समीकरण (1) के मूल और गुणांकों में निम्नलिखित महत्वपूर्ण संबंध प्राप्त 
होते हैं: 
परचम 
2 <i <s= «1 “<2-न- <i «३-- ess... <n ०८०५, 
Σ «1 2X35 X1 <s ५४ «३3 X3 <4--...-- Xn Xn- १९८०-०४) 


«1 <s ०८३. - - <n = (-) प्का, 

अर्थात, यदि किसी समीकरण में 2 के उच्चतम कोटि के पद का गुणांक एक 
हो, तो द्वितीय पद का (-1) से गुणित गुणांक मूलों के 'योगफल के वरावर होता 
है; तृतीय पद का ( — 1)2 से गुणित गुणांक एक वार में दो-दो मल से रचित गुणन- 
फल के योग के बराबर होता है; चतुर्थ पद का (--1)5 से गुणित गुणांक एक वार 
में तीन-तीन मूल से रचित गुणनफल के योग के बरावर होता है; इत्यादि । 

ο. अनुप्रयोग : πα हम पूर्वोक्त अनुच्छेद में प्राप्त दो महत्वपूर्ण अनुप्रयोग 
का वर्णन करगे। 

(क) मूलों के aafia फलन: किसी समीकरण के सव मलो से πταπετ 
"फलन को उनका सममित फलन कहते हैं, जव कि किन्हीं दो मलों के अदल-बदल से 
“उसमें कोई परिवर्तन नहीं होता। 

उदाहरणार्थ, <3--४83--73 और ««3-:-β3-1-3-Γ- < BBY HY < किसी 
“धन-समीकरण के तीन मूल ος, 8,/ के सममित फलन है; परन्तु «28 -{- 82/--72 
सममित फलन नहीं हैं क्योंकि «,8 के ग्रदल-वदल से 8? ος -- ०२-28 प्राप्त 
“होता है जो कि मूल फलन से भिन्न हे। 

किसी समीकरण के मूलों के सममित फलन के मान को सामान्यतः अनुच्छेद 


12-4 के मल तथा गुणांकों में संबंध की सहायता से निम्नलिखित उदहारण की 
"भाँति ज्ञात कर सकते हैं: 
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उदाहरण : यदि घन समीकरण 
८४ pa? -qx -+r 5८5० 
के मूल «,β)ν हो, तो सम्मित फलन | 
(a) 3x3 — (b) Σ«β, (c) Σ «"β 
-का मान ज्ञात करो 
[काशमीर, 1954] 


(८) क्योंकि 
(2 x)? =( «--β!ἠ-υ)ὂ-- «*--8%[-72--2( «β:ΓβΥ- ΕΥ <), 
ग्रतएव 
5०१ = <°*%+8: +, 
= ( < +B -rry)*—2( < 8 --By-+Y <), 
= 70-26. 
(b) क्योंकि 
Σ«β)’-- ( <B-+By+v <)? 
= «38+ 85% -- y «०-2 < By( < +B+ 7), 
παπα 
> οί 282 = ος 282 -i p° + y? ος 5, 
--(«β--βγ--γ«κ)᾽-3.«βγ( < + B ++), 
= q2— 2pr. 
(८) क्योंकि 


( < + B+) ( < B+BY+-? «) 
= ( <28-- <%y-FB° < BPP < YB) + < By, 
παπα Ë 
x <° p= xB xy + B: < - B*Y + ⁄' < + YB: 
(«--β--γ)ί <B+ BY < )-3 <87, 
= -pq + 37. 

(ख) समीकरण के हल : यदि किसी समीकरण के दो अथवा दो से अधिक 

मूल-किसी निर्दिष्ट संबंध से जुड़े हों, तो अनुछेच्द 124 के मूल तथा गुणांको में 
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संबंध प्राःय समीकरण को हल करने श्रथवा समीकरण के गुणांकों में संबंध स्थापित 
करने में सहायक होते हैं। 
उदाहरण : (1) समीकरण 
४४६ — 223 -- dr? -+ 6x — 21 = 0 
के दो मूल परिमाण में समान परंतु अभिमुख चिन्ह हैं; समस्त मूलों को ज्ञात करो! 
[πήτη, 1960]. 
कल्पना करो कि समीकरण के मूल «,- <,B और y हैं; तो 


8--7 3५, (1) 
By- «ἲ--α, (2) 
-- «<3 — <2y = — 6, (3) 
-εςβΥΞ- - डा. (4) 

aaa (1) ओर (3) से प्राप्त होता है 
«*--3, अर्थात्‌ < = =,/3; (5). 


आर तव (2) अथवा (4) से 
BY= T. (6) 
संबंध (1) और (6) को हल करने पर प्राप्त होता है 
B=1-+¿/6 , #751-४.,/ 6. 
πα: समीकरण के मूल --५/४ और 1-:7,/6 हैं। 
(४) समीकरण 
z? — 922-- 28% — 15— 0 
क्रो, जिसके मूल समांतर श्रेढी में हैं, हल करो ι 
[इलाहाबाद, 1960]. 
कल्पना करो कि मूल «--δ, <, «--δ हैं; तो 
( « -8) 1-.«--( «--δ)--9, (1) 
( < -8) <( « +8) = 15. (2) 
संवंध (1) से ० =3 m तव (2) से δ-- प्राप्त होता है। 
πα: वाँछित मूल 1, 3 और 5 ë! 
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11:42. मूलों की घात के योगफ़ल ज्ञात करना : कल्पना करो कि समीकरण 
(४०) = 0केमूल κι, <५,---, ८० हैं; तो 
(०) 55 (४- «ι)(α- «α) --- (४- xn). 
लघुगणकीय अवकलन से प्राप्त होता है 
f(s) 5D 








š 1 z aq το = 
पला ο का 2— की घातांको में विस्तार करने पर प्राप्त होता है 





४८-7० xı काग. xia), 


=g ei x SH.. PC -- - - - - 
š 1 1 
इसी भाँति x , «...... . इत्यादि का विस्तार कर 
४-० Xg T— Xg 
योगफल लेने पर प्राप्त होता है 
P(x) τι —2 2%—3 n n—1. 
G) τς <a y ος. L... 2 «८? a .... 








इससे स्पष्ट है कि मूलों के πὶ घात का योगफल 2 «० , f'(z)/f(z) के 
४ के घातों के विस्तार में ४० के गुणांक के वरावर होता है। 


उदाहरण : समीकरण 
४४-८&-य ---0 
के मूलों की 6वीं घात का योगफ़ल ज्ञात करो । 
[नागपुर, 1950] 


यहाँ / (४) == -- ४- 1, 
ग्रौर J' (ο) 5८:४१ - 1 Q 
अतः 
f (=) 32-1 


f(a) ` 2-1’ ; 
= (3a———) |( 1—z—2—az3). (1) 
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mg (1 αμ”) 
=1-+-(a— H) H (a H 2a Hat) 
+(e...) T 
=l -/-α--. eS pa --2a—5 --22-९ L . . . . ० . « . 
πα: (1) में शका गुणांक 3.2--1 5 ë! 
παπα मूलों की 6वीं घात का योगफल 5 δι 


प्रश्नावली 
: यदि समीकरण 2२१ -- χα-|-φα-]-ν---0 के मूल «,8,7 हों, तो मान ज्ञात 
करो: 
1. ΣΙ x. [मंसूर, 1948] 
2. > e . [अलीगढ़, 1955] 
3. > <3B . 
4. >(8६-०१)/४४ - [पंजाब, 1953] 
5. (8-7) (४-1 <)( <+ B) - [दिल्ली, 1958] 
हल करो: 
6. समीकरण «१ — 3: --2 —0, जिसके दो मूल बरावर ë 1 
7. समोकरण 2 — 329 - 62-|-8 =0, जिसके मूल समांतर श्रेढी में हैं। 
[कशमीर, 1954] 
8. समीकरण 323 - 2622 --52 - 24—0, जिसके मूल गुणोत्तर श्रेढी 
में ë! [उस्मानियाँ, 1954] 


9. समीकरण ८८४ — 2x- 322 -|-4:४-- 10, जिसके दो मूल का गुणन- 
फल 1 है । 
10. समीकरण 2१ — 1322 + 152 + 189--0, जिसका एक मूल किसी 


अन्य से 2 अधिक है । [3ο पी० सी० एस०, 1946] 
11. यदि समीकरण 2? -- १2१ 4-१४ -2==0 के मूल हरात्मक श्रेढी में हों, 
तो दिल्लाओं कि माध्य मूल 3/9 है। " [इलाहाबाद, 1956] 


12. यदि समीकरण »/-|-७४९ --0४% -Hes --d==0 के तीन मूल बराबर 
हैं, तो दिख्ाश्रो कि इनमें से प्रत्येक 
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(6c — a७) / (34? -- 8b) 


के बरावर है। [सागर, 1949] 
13. समोकरण 2 -2-1== 0 के मूलों को वीं घात का योगफल ज्ञात 
क्रो। [πτπατ, 1950] 
14. समोकरण 2 - २० |-2- 1-0 के मूलो को 4वीं घात का योगफल 
ज्ञात करो। . [सागर, 1948] 
15. सनोकरण ॐ — ३४१ -|- 5 - 12z-- 4— 0 के मूलों की δε घात का 
योगफल ज्ञात करो। [नागपुर्‌, 1949] 


11:5. समोकरण के ख्पांतरण : किसा समीकरण के मूलों को विना जाने, 
हम प्रायः एसा समोकरण ज्ञात कर सकते हैँ जिस% मूल प्रथम समोकरण के मूल से 
किसी भांति सब्रंबित हों। इस प्रकार क| रूपांतरण मूल समीकरण क मूलों के विवेचन 
में कभो-कभो सटायक होता δι अब हम कुछ πέζπῃπ रूपांतरण का विवेचन करेंगे। 

इन विवचत में हम πό कल्पना करेंग कि दिया πι समोकरण 

(०) = papa t. n o HP --pa= 0 
है ओर इसक मूल ०९1, «<५/--० ० Š | अतः 
an -H pisn -H p gn +... Paat -|-Ῥα 
=(z— ०३) (४- xa)---(7- xn). (1) 


11 51. किसी समीकरण S (z) = 0 का एक दूसरे समीकरण में रूपांतरण 
करना जिसके मूल दिए हुए समीकरण के मूल के परिमाण में समान परंतु Aga 
चिन्ह के हों ι 

संध (1) में » को -» में परिवर्तित कर दोनों पक्षों को (-) से गुणा 
करने पर प्राप्त होता है 

an का थाना parn... + (८ ) ४7००-१४ F ( — ) 29४9 
=(z+ =) (श्त κα)... (श्नः «»)- 

इस सर्वसमिका में श का मान - «ι,- Xor- ८1 रखने पर दक्षिण 
पक्ष शून्य हो जाता है। अतः वांछित समीकरण 
/(-०) =a- pim pam... (८ )7:%४-१० + ( — )#pa= 0: 
है। 
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नियम : यदि समीकरण पूर्ण हो, तो πα पदों के चिन्ह में परिवर्तन कर पूर्वोक्त 
रूपांतरण कर सकते हैं। यदि समीकरण पूर्ण न हो, तो इसको पूर्ण बनाकर रूपांतरण 
करना चाहिए। 


1152. किसी समीकरण /(») = 0 का एक दूसरे समीकरण मेँ रूपांतरण 
'करना जिसके मूल दिए हुए समीकरण के मूल से m πὴ हों । 

aia (1) में ο को αι में परिवर्तित कर दोनों पक्षो को mu से गुणा 
करने पर प्राप्त होता है 


zu L onpiza—-1 -L m?parn—2 4... -mpg t -[-ηιΏῃ 
=(v-m κι) (2४-20 Xa) ....... (z—m xa). 


इस सर्वसमिका में ४८-०७ <i, m ०८४, - . M Xn रखने पर दक्षिण पक्षं 
.शून्य हो जाता है। अतः वाँछित समीकरण 


४१ -mpita --7701090१72-|-.. . . |-॥४०-१७--1 & 7700700 

है l 

नियम £ यदि समीकरण पुणं हो, तो द्वितीय पद से क्रमिक पदों को क्रमशः 
m, m, . . . . , πα से गुणा कर पूर्वोक्त रूपांतरण कर सकते हैं । यदि समीकरण 
पूर्ण न हो, तो इसको पूर्ण बनाकर रूपांतरण करना चाहिए। 

जव दिए हुए समीकरण के गुणांक भिन्नात्मक होते हैं, तो पूर्वोक्त रूपांतरण 

बहुत लाभदायक है क्योंकि तव हम मूल समीकरण के मूलों को उपयुक्‍त संख्या से गुणा 

कर भिन्नात्मक गुणांको से छुटकारा पा सकते हैं। इसी भाँति यदि प्रथम पद का गुणांक 
एक न होकर k हो, ओर हस इसको एक वनाना चाहें, तो दिए हुए समीकरण के 
मूलों को 1 से गुणा कर ऐसा कर सकते हैं । 

1153. किसी समीकरण f (z) =0 का एक दूसरे समीकरण में रूपांतरण 
करना जिसके मूल दिए हृए समीकरण के मूल के व्यूत्कम हों ι 

संबंध (1) में z को 1/2 में रूपांतरित कर दोनों पक्षों को αι से गुणा 
करने पर प्राप्त होता है { 


Pat? poit ]-,...... . piel 
= ( 1— x 12) ( 1- xat) SOLOS ( 1- οἵ nz) o 
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इस सर्वसमिका में ० ==1/ <a, 1/ 
हो जाता αι श्रतः वाँछित समीकरण 


Poata पु-या दर्‍या ο τρια -|-1 


Xar- -a 1/ <a रजने पर दक्षिण पक्ष शून्य 


οι 


(TIT: यदि प्मोकरण पूर्ण हो, तो भूल समीकरण के गुगांको को ven 
लिख कर ΠῚ रूपत्ररण कर सकते हैं। मदि समीकरण पूर्णं न हो, तो इसको पुर्ण 


वषाकर GAT करना चा EU | 





22 ππιπτη τπτ रूपांतरण से भ्रर्यांतरित रहते हैं, अर्थात xz को 1/ में 
परिवर्तन करने ἜΣ TURS में कोई रूपांतरण नदीं दोता। इस प्रकार 3 उमीकरण 
को व्यूत्कप समीकरण कहते हैं। यह स्पष्ट है कि व्युत्क्रम समीकरण में भाःरम्भ और 
ग्रत च समदुरस्थ पद या तो (1) परिमाण भर सिन्द दोनों में बरावर होते हैँ अथवा 
(1) परिमाण में सभान परंतु अभिमुख चिन्ह के होते हैं। 


द्वितीय प्रकार का व्युत्कम समीकरण 2-1 से भाग करने पर प्रथम प्रकार 
पृत्कम सर्मोकरण में जुपांतरित हो जाता है। 

17.5. किती समीकरण का एक दूसरे सबीक्ररण सें रूपांतरण करना . 

चिसते यूल दिये हुये waar के qa से कम हों । 


संबंध (1) में ο को (ah) में परिवर्तित करते पर प्राप्त होता है 
i n g ८४-1१) 1 
f(z -Fh) = {α--( ού २-२) 1 ( Kai) } तट fa _ ç p 1) { 5 


इस सर्वसमिका में ४-5 kah, «४-३ ...... «४-३४ रखने पर दक्षिण 
मल शून्य हो जाता δι अतः वांछित समीकरण 
fei) =0 
नियम समीकरण में 2 कळे स्थान पर 2-{-% लिख कर पुर्वोक्ता रूपांतरण 
कर सकते ξι 
शीघ्र संख्यात्मक अभिगणना के लिए हम देखते हैं कि यदि रूपांत रित समीकरण 
Agar Aint. -HAr on (1) 
हो, तो मूल समीकरण 
40 (४-%) २ +41 (x-4) -- . . . 4०- (ooh) 3-0 (2) 
१५ 
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होगा, क्योंकि (2) में 2 के स्थान पर e-h लिखने पर (1) प्राप्त होता है 

इससे स्पष्ट है कि यदि /(2) को (४-#) से भाग करें, तो शेषफल An और 
भागफल 

40 (९-४) पाण A: (९-४) ०-१ -- - - - 4 ०-1 (४- h) -+ Anm 
होगा। जब इस भागफल को (s-h) से भाग करते हैं, शेषफल 47-1 और 
भागफल 
A ο (८-५) n— {41 ( z—h ) ४-७ +... ---{η--α ( ८-7 ) -Hel 1-३ 

होगा। 

इस प्रकार /(2) को 2- से वारम्वार भाग करने पर शेषफल क्रमशः An, 
An, .. «Δα, Αρ. Š l 

अतः रूपांतुरित .समीकरण f(s) = 0 के गुणांक / (९) को (x-4) 
से बारम्बार भाग कर प्राप्त कर सकते Š! 

इस विधि का अनुप्रयोग संख्यात्मक समीकरण के हल में बहुतायत से करते Š! 

उपग्रमेय : वह समीकरण, जिसके मूल समीकरण f (z) == 0 के मूल से # afar 
हों, /(४-#) 330 है। 

11.55. यदि हमको y में एक नवीन समीकरण प्राप्त करना हो, जिसके मूल 
z में दी हुई समीकरण /(2) = 0 के मूलों से ५ (५, ५) = 0 के समरूप संबंध से 
जुड़े हो, तो रूपांतरित समीकरण /(2) = 0 और $ (xy) = 0 में से » को निरसन 
कर प्राप्त कर सकते हैं, क्योंकि एसा करने पर जो समीकरण प्राप्त होगा वह y से 
संतुष्ट हो जाता है। ` 

11.56. उदाहरण : (i) वह समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल समीकरण 

z -- 32% - 622 -- 22 — 4 = 0 

के मूल के व्यूत्कम के दुगने के वरावर Š | 

अनुच्छेद 11.53 से व्युत्कम मूल का समीकरण 

1 — 3v -- 622 + 223 — 4:४4 — 0, 


अर्थात्‌, 4४४ — 948 -|- 622 — 32 — 1= 0 


δι 
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πα: अनुच्छेद 11:62 (1) से दुगने मूल का समीकरण 
2-223-]- 22.622 — 2१,32 — 94 = 0 
अर्थात्‌, ८४ -- 6z2 -- 68 - 4= 0 
ë! 
(ii) समीकरण 
z5 -- 86% — 9z3 — 9%2 -+ 5z— 1—= 0 
को हल करो । 
[वाराणसी, 1960] 
यह्‌ द्वितोय प्रकार का व्युत्क्रम समीकरण है जिसका एक मूल z— 1 Š | इसको 
2-1 से भाग करने पर प्रथम प्रकार का व्युत्क्रम समीकरण 
- 4०3 L 5r? -- 4४ -- 1-- 0 (1) 
प्राप्त होता हे | ; 
z° से भाग कर 2-+- 1/2== प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता š 


y- 4y +3 = 
अथवा (४-1) (४-३) ८ 0. 
अतः 
1 
1 


इनको हल करने पर प्राप्त होता है, 


ο” 


(11) समीकरण 
25324223 -|-1522-]-202-1 8 0 
के मूल को 2 से कम करो । 
[पंजाब, 1937] 
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४-2 से पुनरावृत्त भाग करने पर प्राप्त होता है 





—3 —2 15 20 —15 
है 2 3 —2 -8 14 08 
—1 — . 7 34. | 53 

2 2 — 6 | 

i Eo = वण्यात >> 

2 6 8 

B TE 11 

2 10 : 

5 14 

2 | 
=: 


ΓΣ 
' 


अतः रूपांतरित भमीकररण 
zS --- το 1422-1122 -|-40: -53 0 


ο” 


व्याख्या: दिए हुए वहुपद के गुणांक प्रथम रेखा में लिखें हैं। » 


| 
ιν 
ब्ध , 
i oy 






करने पर 53 शेवफल झोर ४४ — z3 -!-72 --94 भागफल प्राप्त होता है; ४- 
पुनः भाग करने पर 40 शेत्रफल और &४ -[-७8 — 22 -1-3 भागफल प्राप्त होता δ; 


इत्यादि। क्रमिक शेथफल 53,40,11,14,7 रूपांतरित समीकरण के अंत से गुणांक ç! 
पूर्वोक्त विधि को सःळेषात्मक भाजन करते हैं। इसके श्रनुप्रयोग से पहले & के. 
गुणांक को एक करना MAar नहीं । 
(iv) समीकरण 
231-62? -- 7z— 4 -ὐ 
में से द्वितीय पद निरसन करो । | 
यदि हम इस समीकरण के मूल को # से कम करें, तो रूपांतरित समीकरण _ 
(x-4)? -+6 (४--)१- 7 (८४-०४) — 4=0, i | 
ग्रथवा α -ἵ- (1-0) ॐ -- (918 + 1268-07) -ἰ- 15 -|-01δ-- Th- 4-0 
है। अब यदि 3/--6 ==0, श्र्थात्‌ #--- 2 लें, तो द्वितीय पद शून्य हो जाता है। 
अतः वाँछित रूपांतरण समीकरण 
४४ — 19w-26 —0 


š! 
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(ए) यदि समीकरण : 
23 pa? qx -+r =0 
के मल <, 8,7 हों, तो वह समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल 8--/, Y+ <, 
«4-3 Z! [पंजाब, 1949] 
कल्पना करो कि ४८८ --/; तो 
y= < -|-βΓΥ- <=-p— x, 

अर्थात्‌ x=- (p+7)- 

परन्तु दिए हुए समीकरण का एक मूल है, अतएवं समीकरण में 
«Ξξ--(2-:9) प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता हू 

(9--५)१--४ (४--४)१- 9 (४ -- p) + r= ९, 
अर्थात्‌, y- 20४? + (22--॥)४ (24-- r) 30. 
प्रश्‍नावलो 

1. समीकरण ज्ञात करो जिनके मूल निम्नलिखित समीकरण .के मूल के 
परिमाण में समान परंतु श्रभिमुख चिन्ह क हैँ: 

(i) ४0-४० - 7» -- 35८ 0, 

( li) ४८७ — x? -j ४८- 3—=0, 

( iii) =F 3x5- 28 -- 22 -- 7४-| 2 = 0. 
2. वह समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल समीकरण 
4z+ 1—= 

के मूल के तिगुने हैं । 

3. समीकरण 

523 -|- 322 + 10% - 100= 0, 

का रूपांतरण एक एसे समोकरण में करो जिसका श्रग्रग गुणांक एक और शेष गुणांक 
पूर्ण संख्या हों । 


4. हल करो: 
(i) ४४- 102-262 — 102-1=0, [नागपुर, 1953] 
(i) a- 528-- 1४९९-९४-10, [त्रावणकोर, 1944] 


(Hi) 620- 2520-- 3126 - ठान 252 6=0. [मैसूर, 1951] 
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5. एक समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल समीकरण 
ois 3:80 -- :८-- 2-0 
के प्रत्येक मूल में से 3 घटाने पर प्राप्त मूल के बरावर हैं । ` 
[इलाहावाद, 1956] 
6. समीकरण 
221 23 — 903 -L5z— l= 0 
के मूलों को 3 से कम करो। 
7. समीकरण 
४४ — 6z2 --4७ -- 7=0 
का रूपांतरण एक एसे समीकरण में करो जिसमें द्वितीय पद लुप्त हो । 
[दिल्ली, 1958] 
8. समीकरण 
2 — 423 -1 822 -- 3: +2 = 0 
का एक दूसरे में रूपांतर करो जिसमें तृतीय पद लुप्त हो। 
[इलाहाबाद, 1960] 
9. द्वितीय पद को लुप्त कर समीकरण 
८३ +62? -12x — 10 --0 
को हल करो। i [नागपुर, 1954] 
10. दिखाओो कि समीकरण 
aA — 323 44a? — 22 {-1 =0 
के मूल में से 1 घटा कर इसको एक व्युत्क्रम समीकरण में रूपांतरित कर सकते δι 
अतएव समीकरण को हल करो। [इलाहावाद, 1959] 
11. एक समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल 
zÀ 2S {22 -e -H1 =—0 
के मूल के वर्ग δι 
12. एक समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल 


2 {32 {-2=0 
के मूल के घन हैं। 
13. यदि समीकरण २-2-7 =0 के मूल <, By हैं, तो समीकरण 
बनाओ जिनके मूल 


(i ) 6272, φ3 ος 3 ος 282 
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(ü) pif <,y <j <B . 
(iii) 87-/ «,Υ/ < +1/8, <B--1/Y 
हो। [आगरा, 1958] 

14. यदि समीकरण 2-2१-9२ --7==0 के मूल «,β,Υ हों, तो 
समीकरण ज्ञात करो जिनके मल 

(i) < (8--/), B(z+ <), y(x FB) [अलीगढ़, 1952] 

(3) «/(β--»), (न), Ὑ( «-Ε8) | 
[इलाहावाद, 1959] 

15. बह समोकरण ज्ञात करो जिसके मूल घन समीकरण 

19 --r—= 
के मूल के अन्तर के वर्ग के वरावर हैं। 

11:6. संख्यात्मक समीरण: अब हम उन समीकरण के वास्तविक मूल 
ज्ञात करने को विधि का विवेचन करेंगे जिसमें गुणांक अक्षरों के स्थान पर दी हुई 
संख्याएं हैं। एसे समीकरण को संख्यात्मक समीकरण कहते हैं। इनके वास्तविक मूल 
परिमेय अयवा अपरिमेय हो सकते हैं। 

11-61. परिमेय मूल ज्ञात करने की विधि : किसी समीकरण के परिमेय मूल 
धन अथवा ऋण, पूर्ण संख्या श्रथवा भिन्नात्मक हो सकते हैं। 

(क) पूरासांख्यिक धनमूल: पूर्ण सांख्यिक धन मूलों को साधारणतया 'परीक्षण 
ओर चूक” विधि से ज्ञात करते हैं। इसमें πππετ परिश्रम को कम करने के लिए 
ऐसी संख्या का ज्ञान आवश्यक है जिससे विचाराधीन समीकरण के समस्त धन मूल 
कम हों। इस संख्या को समस्त धन मूल की उच्च सीमा कहते हैं। 

उच्च सीमा ज्ञात करने की अनेक विधियाँ δι परंतु तनिक अभ्यास एवं साधा- 
रण बोध के अनुप्रयोग से केवल पदों के वर्गीकरण द्वारा उपयुक्त उच्च सीमा सरलता 
से ज्ञात कर सकते हैं। 

उदाहरण: समीकरण 

४४५ — 223-32 - δᾳ -|-1---0 
के धन मूल की उच्च सीमा ज्ञात करो। 
समीकरण को 
को (४-2) -+e(3x— 5) -Ι-1ΞΞ0 
के रूप मे लिव सकते δι ८-2 रक्षने पर प्रथम पद शून्य हो जाता है और z का 
2 से बड़ा कोई भी मान इसको धन कर देता है। » का 2 श्रथवा 2 से बडा कोई भी 


ο 
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मान द्वितीय पद को धन वना देता है। तृतीय पद धन Š ही। श्रतः 2 और 2 से 
बड़ी सव संख्या /(2) को धन कर देगी। πασα 2 से वड़ा कोई मूल नहीं हो सकता। 
अतः 2 धन मूलों की एक उच्च सीमा हैं! 

स्पष्टतया" 3,4, इत्यादि अनेक उच्च सीमा हो सकती हैं परन्तु 2 इन सबसे 
अधिक उपयुक्‍त है। 


(त) प्रासांख्यिक ऋण मूल : किसी समीकरण /(») ==0 के ऋण मूलों 
को, समाकरण /(-.४) -υ # धन मूलों पर विचार कर, ज्ञात कर सकते हैं। 
(ग) भिन्वात्मक मूल : Paat समोकरण /(2) =0 के भिन्नात्मक मूल निका- 


लने को विधि निम्नालाञत प्रमेय पर निर्भर 
किसी समीकरण /(2) =0 के, जिसके प्रथम पद का गृणांक एक और πτα 
गुणांक (धन अथवा ऋण) पूर्ण-संख्या हैं भिन्नात्मक मूल नहीं हो सकते। 
यदि सम्भव हे तो कल्पना करो कि समीकरण 
i ( 2 ) = zn pion! pao Poe -|-ρα--0 ( 1 ) 
का, जिसमें ?1, pa, .- पूर्ण संख्या हैं, एक मूल भिन्न afb है जो कि अपने न्यूनतम 
पदो में है। अतः 


G Nn ή α Nn—1 G 
z) + नक +... pa η "200. (2) 
समीक रण (2) को ४० से गुणा कर पक्षांतरण करने से प्राप्त होता है 
—an/b pian! - 220०००७ -|-ρη-ααὖτ-Ξ polo! ; ( 3 ) 
क्योंकि परिकल्पना से a, b से भाज्य नही है, (3) का वाम पक्ष एक भिन्न और 
दक्षिण पक्ष एक पूर्ण संख्या है, जो कि असम्भव है । παπα साध्य प्रमाणित हो जाता है । 
πα: यदि किसी समीकरण के प्रथम पद के गुणांक को (भाग से) एक बनाने 
पर कुछ ग्रन्य गुणांक भिन्नात्मक हो जायें, तो समीकरण के मूलों को एक उपयुक्त 
संख्या से गणा कर रूपांतरित समीकरण के सब गुणांकों को पूर्ण-सांख्यिक कर लेते 
हैं। इस भाँति एक दिए हुए समीकरण के भिन्नात्मक मूल को ज्ञात करने के लिए 
रूपांतरित समीकरण क पूर्ण-सांख्यिक मूल को ज्ञात करना पर्याप्त होता है। 
उदाहरण : समीकरण 
aP a 
g + 36” 7 πο = 0 
को एक अन्य समीकरण में रूपान्तरित करो जिसके मथम पद का गुणांक एक और 
अन्य गुणांक पूर्णासांख्यिक हों । 
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निर्दिष्ट समीकरण 
BEUK 11 25 ह 
“x ड oh 367 7 J2 ~ 
के मूलों को यदि हम ७ से गुणा कर तो प्रथम के पश्चात्‌ क्रमिक गुणांकों को m, 
m? m? से गुणा करना पड्टेगा। πα: ४36 लेता उचित रहेगा और तव वाँछित 
रूपांतरित समीकरण ४ 
23 — 1422 -11s -- 75 =0 


है। 

(घ) qifa विवेचन के आधार पर किसी समीकरण ,/(») --0 के परिमेय 
मूल ज्ञात करने के लिए निम्न-लिखित विधि अपनाई जा सकती है: 

सर्वप्रथम अनुच्छेद 1:89 से समीकरण /( 2 ) =0 के बहुल मूल ज्ञात करो 
और /(2) को बहुल मूल के संगत गुगनखंड (v-a)! से भाग करो। इस प्रकार प्राप्त 
नवीन समीकरण के भ्रग्रग गुणांक को एक और अन्य गुणांको को पूर्ण-सांख्यिक बनाश्रो । 
πα पक्षांतरित समीकरण के अंतिम पद का संख्यात्मक मान इस समीकरण के मूलां 
के गुणनफल के वरावर होगा। अतः हर एक पूर्ण सांख्यिक मूल अंतिम पद का एक 
गुणनखंड होगा ओर सम्भव धन मूल <, ,8,7. - - अंतिम पद के उच्च सीमा से कम. 
गुगनखंड होंगे । तत्पश्चात्‌ प्रतिस्थापन से पता लगाश्रो कि कौन से मूल निर्दिष्ट समी- 
करण को संतुष्ट करते हैं श्रौर इस प्रकार समीकरण के धन मूल का मान ज्ञात करो। 
समीकरण /(») =0 के ऋण मूलों को समीकरण /(-» ) =0 के धन मूलों पर 
विचार कर पता लगाश्रो। 


उदाहरण : (1) समीकरण 


323 — 2x? — Gx --4 =0 
के परिमेय मूल ज्ञात करों ι 


यह सरलता से प्रमाणित किया जा सकता है कि निर्दिष्ट समीकरण के बहुल 
मूल नहीं हैं। 
इस समीकरण के मूल को 3 से गुणा करने पर रूपांतरित समीकरण 
2 - 508 — 182 -+36 =0 
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प्राप्त होता Š । इसको 
σ(α--0)5-|-α(10α-- 54) +-36=0 (२) 
के रूप में लिख सकते हैं। अतएवं धन मूलों की उच्च सीमा 6 Š! 
क्योंकि (1) का अचर पद 36 है इसके सम्भव परिमेय मूल 1, 2, 3, 4 हैं। 
इनमें से केवल 2 समीकरण (1) को संतुष्ट करता है और πα: केवल 2 ही (1) 
का मूल δι 
व्यंजक ४-2 से (1) को भाग करने पर प्राप्त होता है 
४3 18=0. $ 
πα: शेष मूल परिमेय नहीं हैं। 
ππσα मूल समीकरण का परिमेय मूल केवल 2/3 है। 
(ii) समीकरण 
s 21 -2x3 — 7४१ — 8v +12 =0 
परिमेय मूल ज्ञात करो ι 
यह प्रमाणित किया जा सकता है कि निर्दिष्ट समीकरण के बहुल मूल नहीं हैं। 
अव, क्योंकि 
J (z) 3४४ 223 — Tx — 82-12, 
== (αἳ-- 1) +22 (2 — 4) +12, 
अतएव धन मूलों की एक उच्च सीमा 3 š! 
πα: धन परिमेय मूल केवल 1 अ्रथवा 2 हैं। परीक्षण से ज्ञात है कि ये दोनों 
"समीकरण के मूल हैं। 
पुन: 
f(-2) 55४ - 228 — 7८९८-8९-12, 
=a (z — 4) (z --2) --४१--8४--12. 
अतएव /(-2) =0 के धन मूलों की एक उच्च सीमा 4 है। परीक्षण से ज्ञात 
होगा 1, 2, 3 में से केवल 2 और 3 समीकरण /(- ४) =0 के मूल δι 
πα: निर्दिष्ट समीकरण के मूल 1, 2, -2 -3 हैं | 


है 1:62. अपरिमेय मूलज्ञात करने की विधि: हमने पुवंगत अनुच्छेद में परिमेय 
मूल ज्ञात करने की विधि का विवेचन किया था। अब हम अपरिमेय मूल ज्ञात करने 
की दो महत्वपूर्ण विधियों का वर्णन करेंगे। 
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(क) न्यूटन की सन्निकटत विधि: कल्पना करो कि समीकरण f (z) 30 के 
एक मूल का सन्निकट मान ० ग्रौर शुद्ध मान aty है; तो 


7(८--४) =0. (1) 
परंतु टेलर-प्रमेय से 
f(a +h) =f(e) --- Μ(α) +9 की उच्च घात। (2) 


y को दो तथा दो से अधिक घात की उपेक्षा करने पर (जो कि तकं संगत 
है क्योंकि स्पप्टतया a को अपेक्षा y अति लघु है) (1) और (2) से प्राप्त होता है 
f(a) +yf' (७) =0 
f(a) 
अथव Ί---- 
ना y f (a). 
ग्रतः a— (०)// (a) 
समीकरण f (z) =0 का a को अपेक्षा अधिक शुद्ध मान है। 
इस विधि को पुनरावृत्ति से समीकरण f (z) =0 के सन्निकट मूल ८ का मान 
वांछित शुद्धता तक ज्ञात किया जा सकता है। 
उदाहरण : न्यूटन की सन्निकटन-विधि से समीकरण 


£ -- 2%- ὅ--θ 





का वास्तविक मूल ज्ञात करों । _ [अलीगढ़ 1949] 
हाँ (०) --αῦ -- 28 - 5, 
श्रौर P (x)= 322- 2. 
समीकरण के वास्तविक मूल का सन्निकटन मान 2 है। πα: यदि 2--/ शुद्ध 
मान है, तो 


४5--/(2)// (2) -5 1/10 [=0.1 सन्निकटतः। 
पुनः, यदि श्रव मूल का शुद्ध मान 2.1-‰2 लें, तो 
ha 5--/ (2.1) /f’ (2.1) =— 0.061/11.23, 
---- 0.0054 सन्निकटतः। 
πα: मूल का सन्निकटन मान 2.0946 है। 


(ख) हानेर की विधि: न्यूटन की विधि की भाँति हॉर्नर की विधि भी क्रमिक- 
सन्तिकटीकरण की विधि है। इसका अनुप्रयोग दोनों प्रकार के मूल परिमेय πῆς 
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अपरिमेय को ज्ञात करने में कर सकते Š | परंतु जब कि न्यूटन की विधि द्वितीय अथवा 
तृतोय सन्निकटन के पश्चात्‌ बहुत भ्रधिक परिश्रममय हो जाती है, हॉनर की विधि में 
तुलनात्मक रूप से कम पारश्रम लगता है। 

हांनर का विधि मं अन्तश्रस्त मुख्य सिद्धांत मूल के क्रमिक अंकों द्वारा मूल का 
कामक हास τι मूल का अक 2 करक ज्ञात करते हैँ; सवंप्रथम पुर्ण-सांख्यिक भाग, 
याद हो; ओर तव सांत दशमलव तक, यदि सम्भव हो, अथवा किन्हीं वांछित स्थानों 
तक, याद दशमलव असात हे।। उदाहरण।र्थ, यदि वाँछित मूल 14.2644 हो, तो 
समीकरण क मूल का श्रक 10, £,2,' 06, 004, 0004 द्वारा क्रमिक ह्लास करते 
ει मूल क प्रत्यक हास क वाद दशमलव विन्दुु-प्रयोग बचाने के लिए मूलों को 10 
से गुणा करते É! 


हॉनर को विधि में समीकरण के प्रत्यक रूपांतरण के पश्चात्‌ मूल का पता लगाना 
पड़ता ει यदि यह साधारण विधि से किया जाये, तो अधिक परिश्रममय होता है; 
इस कारण परीक्षण-भाजक के सिद्धांत का प्रयोग करते हैं और रूपांतरित समीकरण 
क अंतिम गुणांक को परोक्षण-भाजक, ππῖα, श्रतिम-से-प्रथम गुणांक से भाग कर 
मूल प्राप्त करते हूँ। परंतु इस सिद्धांत का तब ही प्रयोग करना चाहिए जव कि 
अतिम दो गुणांक श्रभिमुख चिन्ह क ओर शष गुणांकों की श्रपेक्षा पर्याप्त बृहत हों। 
साधारणतया इसका प्रयोग मूल को द्वितीय अथवा तृतीय अंक (ओर कभी-कभी प्रथम 
अंक) कं पश्चात्‌ सम्भव हो जाता है और जब एक वार होने लगता है तो विधि की 
समाप्ति तक जारी रहता है। 


यदि इस विधि को कृति में त्रुटि हो जाये, तो सरलता से पहिचानी जा सकती 
है क्योंकि समीकरण के प्रथम रूपांतरण के पदचात्‌ अंतिम गुणांक का चिन्ह परिवर्तित 
रहना चाहिए। यदि किसी स्थान पर अंतिम गुणांक के चिन्ह में रूपांतरण हो जाय, 
तो इसका यह अर्थ है कि उस स्थान पर मूल अधिकतर संख्या से घट गए हैं। 
T ς 
उदाहरण : हॉनर की वाध से समीकरण 
23 Ha? +s -- 100--0 


का धन मूल दशमलव के चार स्थानों तक शुद्ध ज्ञात करो ι 
(इलाहाबाद, 1956] 


ο ολα 
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दकार्त के चिन्ह-नियम से समो करण 
f(z) = 20 -H he 190 =0 (1) 


का एक से श्र धून मल नहीं हो सकता। इस वन मल का मान 4 और 5 के मब्य 
होगा के /(&) धन श्रोर /(5) ऋण πι श्रतः मूलो में 4 घटाते ठे श्रीर तव 
रूपांतरित समीकरण 

४७ --] 320 57m -- 1θ--- 0 (2) 


समीळरण (2) के धन मूल का सान 0 और 1 के मध्य है। तः इसके मूल 
को 10 से युगा करते हैं श्रोर तव रूपांतरित समीकरण 
४१ -!-1 30:29 -5700x — 16000 = 0 13) 





σπα समीकरण के अंतिम दो गुणांक अभिमुख चिन्ह के हैं और गेप 
गुणांकों को अपेक्षा पर्याप्त वृत हैं, हम परीक्षण-भाजक के सिद्धांत का अनुप्रयोग कर 


πα अंतिम पद को अंतिम-से-प्रथम पद से भाग करने पर भागफल 2 प्राप्त होता 
हैं श्लोर समीकरण (3) के थन मूल का मान 2 गोर 3 के मध्य है।- अतः मूलो से 





से 2 घडावे हैं ओर तव रूपांतरित समीकरण 
3 -!-138:22-:-6232:2- 4072 -0 (4) 
प्राप्त σι है 


इस समीकरण के धन मूल का मान O और 1 के भव्य है। πα: इसके मूलों 
को 10 से गुणा करने पर रूपांतरित समीकरण 

2? -4-136022 --028200%- 4072000 = (5) 

प्राप्त होता है। 
परीक्षण-भाजन के सिद्धांत से ज्ञात होता है कि इसके धत मूल का मान 6 और 

के मध्य है। πα: मूलो में से 6 घटाने पर ख्पांतरित समीकरण 

23 -L 13732? -- 6396282 — 283624 — 0 (6) 

प्राप्त होता है। 
समीकरण (6) के धन मूल का मान 0 और 1 के मध्य है। πα: (6) के 
मूलों को 10 से गुणा करते हैं; तव परीक्षण-भाजन के सिद्धांत से ज्ञात होता है कि 
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रूपांतरित समीकरण के मूल 4 और 5 के मध्य है। πα: मूलों में से 4 घटाने पर 
रूपांतरित समीकरण 
x? -1379222 -640730882 — 27552256 =0 (7) 
प्राप्त होता है। 
पूर्वोक्त को भांति (7) के साथ कृति करने पर परीक्षण-भाजन पुनः 4 ग्राता है। 
अतः निर्दिष्ट समीकरण का दशमलव के चार स्थानों तक शुद्ध धन मूल 
42044 š! 


पूर्वोक्त विबि को संहत रूप में निम्नांकित प्रकार से अभिव्यक्त कर सकते हैं: 











1 1 1 -100 
4 90 84 
5 δι | =16000 
4 36 11928 
9 5700 —4072000 
πα. | | 264 3788376 
Πορ --- ες | 283624000 
2 268 | 256071744 
-iz μον जब बा 57552256 
2 | 8196 | 
134 631396 i 
2 | 8232 
1360 ~ 1 63962800 
6 55136 
1806 64017936 
6 55152 
1372 64073088 
6 
13780 
4 
13784 
4 
13788 
4 


13792 
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यदि पूर्वोक्त उदाहरण में समीकरण के मूल का मान दशमलव के कई स्थानों 
तक शुद्ध निकालना हो तो रूपांतरित समीकरण के गुणांक के वरावर वढ़ते रहने के 
कारण यह विधि ग्रति कष्टकारी हो जाती है। इस कठिनाई को दूर करने के लिए 
हम किसी विशेष स्थान के परुचात्‌ आकुंचन-विधि का प्रयोग करते हैं παῖ! गुणांको 
में शून्य लगाने के स्थान पर हम परीक्षण भाजन के दक्षिण से एक अंक, उसके पूर्वगामी 
गुणांक से दो अंक, इसके पूर्वगामी गुणांक से तीन अंक, इत्यादि काट देते gl इसके 
परिणाम स्वरूप मूल 10 से गुणित हो जाते हैं और साथ उन अंकों की उपेक्षा हो 
जाती है जिनका मूल को ज्ञात करने में तुलनात्मक रूप से कम प्रभाव होता है। श्राकुं- 
चन-विधि किस स्थान से आरम्भ को जाये यह इस वात पर निर्भर रहता है कि दश- 
मलव के कितने स्थानों तक शुद्ध मूल का मान निकालना है, क्योंकि आकुंचन-विधि 
के प्रारम्भ के पश्चात्‌, ज्ञात अंकों के अतिरिक्त, अधिक से अधिक परीक्षण-भाजन के 
अंकों से एक कम अंक तक ज्ञात कर सकते ŠI πα केवल दो गुणांक रह जाते हैं, 
तो यह विध साधारण आकुंचन-भाग में परिवर्तित हो जाती है। 

उदाहरण: समीकरण 

οὔ --αἲ--α-- 100 = 0 

का धन मूल दशमलव के नो स्थानों तक शुद्ध ज्ञात πὸ! 

इस समोकरण के प्रथम चार रूपान्तरण न्यूटन की सन्निकटन विधि से निकालने 
पर दशमलव के 3 स्थानों तक शुद्ध धन मूल 4.264 प्राप्त होता है। πα हमं चतुर्थ 
रूपांतरण से प्राप्त गुणांको से प्रारम्भ कर ग्राकुंचन-विवि के प्रयोग से वाँछित मान 
निम्न प्रकार से ज्ञात करते हैं: 








1 19795 64073088 217552256 
552 25631440 
Es ता 
552 1281688 
137 -6408412 | — — 63918 7 
3 576762 
640844 | -62366 7 
3 57676 
1 640847 -4690 
64084 | 4386 
"कळ नळ j —204 
G4Q 192 
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प्रश्‍लादली 


समोकरण के धन पदों को सोमा पदो के वर्गोकरण द्वारा ज्ञात करो: 
1. zi δι 1-102 -- 8.८ -l-23 -50 







2. αν -ι-ο -Hr — 8:४8 -- 51z--18 =0. 


निस्नलिःवित समीकरण में से मूलों को उपयुक्त संख्या से गुणा कर भिन्नात्क _ 
गुणांक हटाओ: £ 


δ: 5 19 
ὑπὸ πι 23 — 2 p= =O. 
७ आळ σοι. 
4 11 1 
z — χ.... — 2 
4. = 15 πο T300 +3 


परिभेय मूल ज्ञात करो: 


ο --१८०-;- 19508 -- 802-- 192 ---0. 
परिमेय मूल ज्ञात करो: 
डिक ha? — 8220-3४-02 —s0. 
9. αὔ--ᾱ--0 
10. ८८४४ -- 208 -- 322 --1 02 — 4=0. 
11. हॉनर की विधि से समीकरण 


69 


के वास्तविक मूल दशमलव के दो स्थानों तक शुद्ध ज्ञात करो। [रंगून 1950] ` 


19. समीकरण 
- ९४४ -- 3 ---θ 
का धन मूल दशमलव के तीन स्थानों तक शुद्ध ज्ञात करो। [लखनऊ 1947] | 
13. हानेर की विधि से समीकरण I 
2029 — 12122 — 1212 — 141—0 3 
का बन मूल, जो कि 7 और 8 के मध्य हैं, ज्ञात करो। [लखनऊ 1956 
14. समीकरण Ë. 
zt — 190 -7 =0, 
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के 2 और 3 के मध्य के मूल का मान दशमलव केपाँच स्थानों तक शुद्ध ज्ञात करो। 
(ग्राई० ए० एस०, 1959) 


विविध प्रश्‍नावली 
1. समीकरण 
= — 333 — 2228 -69z — 15 =0. 
को हल करो यदि 2--,/3 इसका एक मूल है। [मैसूर, 1934] 
2. समीकरण 
αἲ — 483 5222 — 2--0. 
को, जिसका एक मूल -1-- «/ (— 1) है, हल करो। [वाराणसी, 1949] 


3. दिखाश्रो कि समीकरण 
25 αὖ -- 228 -- z -- 2= 0. 
के कम से कम एक यूगल काल्पनिक मूल हैं। [कलकत्ता, 1960] 
4. दिखाश्रो कि समीक रण »० -[- 1---0 का, जव » सम है, कोई वास्तविक 


मूल नहीं है, परंतु जव n विषम है, एक वास्तविक मूल -1 है और इसके अतिरिवत 
कोई अन्य वास्तविक मूल नहीं ἃ 


5. दिखाश्रो कि समीकरण 


4 2 B2 02 K2 
ee OOO 


४८-५७ 

के, जव कि α,ῦ,ο,..., k एक दूसरे से भिन्न संख्या हैं, काल्पनिक मूल नहीं हो 
सकते। [मैसूर, 1931] 

6. यदि समीकरण ४4 -|- ραῖ - qat = ra - s= 0 के मूल <, 8, % 8 हों, 
तो Σ «१39 का मान बताओो। ; 

7. यदि 2 L 3720 -- 3qz-- r= 0 के मूल हरात्मक श्रेणी में हैं, तो 
दिखा्रो कि 

26% =r (3pg- r). . [सागर, 1950] 
8. यदि समीकरण 
शा -|- ८८३ -- ba- ८४ -- 6-- 0 
१६ 


: 
: 
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के मूलों में से दो का योगफल शेष दो के योगफल के बराबर है, तो सिद्ध करो किः 
dab — αἳ 8c. [वम्बई, 1955]. 
9. यदि समीकरण 


2 -j pra - pat? -F paz + Ppa = 0 
केमूलो में से दो का योगकल.शून्य हो, तो दिलाओ कि 


pipa 212998 HPs?=0. [लखनऊ प्रा०, 1950]. 


10. चार विन्दु 0, A, B, 0 एक सरल रेखा में इस प्रकार से हैं कि A, B, 
0 को 0 से दूरी समीकरण 
ax? -|- 3bz2 -- 3८४ -+ d = 0 
की मूल है। यदि B सरल रेखा 40 का मध्य विन्दु हो, तो दिखाश्रो कि 
ad — δαῦο + 29% = 0. [लखनऊ प्रा० 1953]: 
11. समोकरण 
2:08 -+ ४४ -- 7४- 6 = 0 
को, जिसके मूलों में से दो का ग्रंतर 3 है, हल करो। [सागर, 1949] 
12. समोकरण 
3 -- 22 + 22 -- 8 = 0 


को, जिसक मूल गुगातर श्रेढो में हैं, हल करो। [मंसुर, 1953] 
13. समोकरण 
323 - 222? +-482 -- 82--0 
को हल करो, जव कि इसके मूल हरात्मक श्रेणी में हैं। [नागपुर, 1949] 
14. समोकरण 


23 — 5x? — 20 1-24 =0 
को हल करो, जव कि यह दिया है कि मूलो में से दो का गुणनफल 12 है। 
15. दिखाओ कि समीकरण f 
४४-८० - ४४-80 
के मूलों को चोथो घात का योगफल 293 है। [मद्रास, 1954] 
16. वह समीकरण ज्ञात करो जिसका प्रत्येक मूल 
23 — 5x? --0% - 3 =0 
के मूल से 1 बड़ा Š! [सागर, 1948] 
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17. समीकरण 
a {823 --ᾱ-- 530 _ 
का एक दूसरे समीकरण में रूपांतरण करो जिसमें द्वितीय पद लुप्त हो। 
[कशमीर, 1954] 
18. यदि «, 8, » घन समीकरण 
१८३ -grr = 
मूल हैं, तो वह समीकरण ππιπὶ जिसके मूल β/γ -7/8,7/ x+ «/» और 
[B+8/ x š! आगरा, 1931 
19. यदि x, 8 , ४» घन-समीकरण i 1 


x? - piz? pas ps =0 ` 
मूल हैं, तो वह समीकरण वनाग्नो जिसके मूल < १, γε δι 
 [मँसूर, 1931] 


H , 


2 


20. यदि «, 8, Υ समीकरण 
४४- pr? - "४९-0१ 0 
के मूल हैं, तो वह समीकरण वनाश्रो जिसके मूल 


1 1 1 
ος — — an 
BF" 7 αρ 
š! 
21. यदि समीकरण 
४४-- ४४-१0 
के मूल <, β,Υ हैं, तो वह समीकरण वनाश्रो जिसके मूल 
1:1 जा το 
F717 το . 
हैं । [दिल्ली, 1949] 


22. यदि समीकरण aa2-L3bz2 L 3०४-- ०४२0 के दो समान मूल हैं, 
तो दिवाओ कि इनमें से प्रत्येक 
(0०- 6६) /2 (ac — b?) 
के वरावर है | “[अलीगढ़, 1953] 
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23. यदि समीकरण 2 -- 10a3z2 |- ४५2 {- ८०-- 0 के तीन समान मूल 
हैं, तो दिखाओ कि 
abt — Sas -|- cs — 0. 
[नागपुर, 1954] 
24. यदि 
zS -- १८४ rz? t= 0 
के दो मूल समान हैं, तो सिद्ध करो कि इनमें से एक द्विघात समीकरण 
15722 - 6१22 -- 256 -- 4qr = 0 
का मूल है। [नागपुर, 1949] 
25. समीकरण 
62४ - 723 8७2 — ए४-- 20 
के परिमेय मूल ज्ञात करो। [उत्कल, 1952] 
26. समीकरण 
223 -- 3z— 6 = 0 
के घन मूल चार सार्थक अंक तक ज्ञात करो। [अलीगढ़, 1950] 
27. सिद्ध करो कि समीकरण rt - 72? -- 182 - 8= 0 का एक मूल 0 
और 1 के मध्य है। इस मूल को दशमलव के चार स्थानों तक ज्ञात करो। 
Ë [लखनऊ, 1958] 
28. 9 का घन मूल दशमलव के तीन स्थानों तक शुद्ध ज्ञात करो। 
[लखनऊ, 1958] 
29. हॉर्नर की विधि से समीकरण 2 — 6z — 18 0 के घन मूल दशमलव 


के चार स्थानों तक ज्ञात करो। [काशमीर, 1953] 
30. हॉनर की विधि "से समीकरण 42 - 132? - 312 - 275 = 0 का 
वह घन मूल ज्ञात करो जिसका मान 6 और 7 के πετ हो। [अलीगढ़, 1953] 
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. अपसारी | í 5. अपसारी। 


254 बीजगणित 
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1. अपसारी । 2. अपसारी | 3. अभिसारी। 
4. अंपसारी । 5. अभिसारी जब p > 1अ्रपसारी जब < 1. 
6. अपसारी । 7. अभिसारी । 8. ग्रपसारी | 
9. अपसारी । 10. अपसारी । 11. ग्रपसारी। 
पृष्ठ 120-122 

1. अभिसारी । 2. ग्रभिसारी | 

3. अभिसारी जब z< 1, अपसारी जव &> 1 । 

4. अभिसारी जव z< 1, ग्रपसारी जव 221 | 

5. अभिसारी जव 2<1, अ्रपसारी जब rl | 

6. अभिसारी जब z< 1, अ्पसारी जव => 1 | 

7. ्रभिसारी जव 2<1, अपस।री जब 2ॐ1 | 

8. अभिसारी जव z< 1, ग्रपसारी जव απ] । 

9. अभिसारी जव z< 0, श्रपसारी जब 2>0 | 

10. अभिसारी। 11. अपसारी | 

12. अ्रभिसारी जव αἲς 1, अपसारी जब 2% 1 | 

13. अभिसारी जव ας 1, ग्रपसारी जब ४७1 1 
14. अ्रभिसारी जव =< 1, अपसारी जव ८>1 | 

15. अ्पसारी जव ατα, श्रभिसारी जव ४>०, मान लो >0 । 
16. श्रभिसारी जव z< 1/6, अपसारी जब ॐ 1/6। 
17. ग्रपसारी ι 
18. अपसारी। 19. अपसारी । 
20. अभिसारी यदि ος 1 और अपसारी यदि α»1, जब 2=1; 
ग्रभिसारी जव Y- «-89>0, παπι जव Y- < —B<0! 
पृष्ठ 124. 

1. अभिसारी जव ८1, ग्रपसारी जव 1 | 

2. अभिसारी। 

3. अभिसारी | 

4. अभिसारी जव ५>0, अपसारी जव ४६0 । 

5. अभिसारी । 
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- ,अभिसारी, 2. अभिसारी। 3. दोलायमान | 

- परम अभिसारी जव z < 1, सप्रतिवंध अभिसारी जव 2== 1, और ग्रनंत 

दोलक जव «1 | 
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पृष्ठ 129 - 131 


- श्रपसारी। 2. अपसारी। 3. अभिसारी। 

. श्रभिसारी। 5. श्रपसारी। 6. अभिसारी। 

. अभिसारी यदि ρ»3, अपसारी यदि < 2 1 

. अपसारी। 9. अ्पसारी। 10. अभिसारी यदि 7ॐ 1 ॥ 


. अभिसारी यदि q< p+ 1, अपसारी यदि q<>n--11 

2. अभिसारों जव 9 >1/2, अपसारी जव ρΕ1/2ι 

. ग्रपसारी ι 14. अभिसारी। 15. अभिसारी । 
6. अभिसारी। 17. अपसारी। 

3. अभिसारी यदि 0<2< 1, अपसारी यदि == 01 

. श्रभिसारो यदि =< 1, अपसारो यदि α»ιι 

. अभिसारी जब ας], अपसारो जव z>11 

. अभिसारी यदि =< 1, श्रपसारी «यदि => 1। 


>. अभिसारी यदि ५६1, ग्रपसारी यदि 2>1। 
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23. अभिसारी यदि z< 1, अपसारी यदि 2>1। 

24. ग्रभिसारी यदि z< 1/९, अपसारी यदि ο 1/९। 

5. श्रभिसारी यदि =< 1/९, अपसारी यदि α-1/ει 

, प्रभिसारी यदि 2< 1, अपसारी यदि #८- 1, 

ग्रभिसारी जब α-ὖ-- c<0, अपसारी जब ८-४-+-८ॐ0। 
. अभिसारी यदि z<1, अपसारी यदि 21 

फल, q के हर मान के लिए घन ग्रथवा शून्य, सही है ι 
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5. (a-b) (०-८) (०-७) (८७--०८--००). 
ग. 0, +./ [š (αἳ -|- ba + οἳ)]. 8. 4. 
9. -1, -1, -2. 10. -10/89. 
22. 2= 1/(८-०) (α-- ο) इत्यादि ι 
पृष्ठ 216—217 
1. 5 और 6 के मध्य । 2. 1 और 2 के मध्य । 
3. 1 और 2 के मध्य । 4. —1+,/2, -1 -६४. 
5: स. 6. = 3, 2४४४. 
` 8. 6. TL NN 
12. -2, 4 (141,/3). 
पृष्ठ 222—223 
1. —g/r. ी 2. -४१-- δρα -- 3r. 
3. 230 - 2१९- pr. 4. (ρ4--8ν)|». 
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5. τ--ρα. 6. 1, 1, -3. 

7. —2, 1,4. 8. 9/9, 2, 6: 

9. 1 (3+,/5); 4 (—-1+,/5). 10. —3, 7, 9. 

13. 2. 14. 10. 15. 123. 
पृष्ठ 229—231 

1. (i) 2४ -- 5622-72-30. (ii) αὖ --z°--z+3 = 0. 


(iii) αἲ -- 328 -- 23 -- ४१ -- 7%- 23 0. 
2. 2 + 6x? - 362--27 —0. 
3. ८४--322-- 502 - 350050. 
4. (i) 342/2, 2--./3. (उं)३[5--५॥/७-८८१/ (14--10./5)]. 
(ii) 35+ vw (14 +l0./5)], 
l5- V öt (14-10,/5)]. 
(iii) +1, 2, 4, #(5+;/11). 
5. αἱ + 1919 {- 602 +1167 + 80 =0. 
0. 22 -]- 233 -+ 9722 + 1822 + 131= 0. 
7. = — 8s — 15 =0. 8. 4+ 823 — 1112- 196= 0. 
9. 1, (-7+5,/5)/2. 
10. 39 --- १/०२६१५/ (10--2./5)), H3- १४०३६४४ (10-2/5)}. 
11. 2 -|- 323 -|- 42 + 3z --1—0. 
12. αὖ -+ 3322 -|- 12%-- 80. 
13. (i) αἳ - 4१४१ - 2७९४ - 1-0. 
(ii) ταῦ qx? - 2५ -|-γῆ--0. 
(iii) ४४३--१(1-2) १-० (1-7) 2-0. 
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14. (1) 2 - 24४ + (αἳ --2ή) + r (r — pq) = 0. : i 
(1) (5--ρα)α5|- (3τ-- Άρα 3 )1”Γ (3r—pq)z=-Fr== 0, 
15. a-p 04४ F 94० FoF = 0. * 


पृष्ठ 240 
1. 5. 9. 3. 
3. αἲ-- 252+ 37522 - 390 = 0. 
4. a — 8z3.— 27829 + 27902-- 5175 = 0. 
5. 6. 6. 8, 8, -1/2. 
7. --ᾱ, --ᾱ, --ᾱ, 8. , 8. 1414. 
9. 13195. 10. 0:484. 
11. 259. 12. 17259. 
13. 7-05, 14. ‘204728. 
पृष्ठ 241 
1. 2+,/3, 3,-5. 2. -1+,/2, -1+./(-४)- 
6. pr- 45. 11. ' 2, —1, —3/2. 
19. -2, (1+i,/15)/12. 13. 4, 2, 4/3. 
14. —2, 3, 4. 


- 16. 2 8-192 — 18 =0. 
17. αἲ-- 24r 465%- 55 = 0, 
18. (z+ 1)? -- 9४ (४-- 1) += 0. 
19, ४8-90 (97 - 209)» + (29- 2pips)z — ps = 0. 
20. १२४ -2/(1--१) ४ --१(1 --»)% + (1+ r)3=0. 


21. z(rz + q)2— r. 26. 1/2, 2/3. 
26. 1-784. 27. 0:5616. ड 
28. 2-080. 29. 3:1768. 


30. 6:25. 
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πο 3 δα की ο) -ὁ ०७ A 


€ =< 4 ο. ç -ὶ q> 3 9 w ο * > > 


ε| 


ग्रीक वर्णमाला 


ΡΨ ० = = 
, € Me πώ ०4 ΠΩΣ Pid anao" ye 


alpha 
beta 
gamma 
delta 
epsilon 
zeta 


eta 


theta 
1008 
kappa 
lambda 
mu 
nu 
xi 
omicron 
pi 
rho 
sigma 
tau 
upsilon 
phi 
chi 
psi 
omega 
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गणितीय संकेतन 


> [> % 5 Ἡ m Y 


(चो ο a 
L.G ~ |“ 


greater, equal or 


से बड़ा, बरावर श्रथवा लघू, 


ν΄ root वर्गमूल 
y cube root घनमूल 
ν n th root naf मूल 
~ difference अंतर 

> हा than से वड़ा 
< less than से लघु 
2 

< 


less than 
identically equal to 
not equal to 
proportional to 
summation 
infinity 
section 

delta 

caret 

small bracket 
round bracket 


square bracket 


सर्वेसमतः वरावर 

वराबर πεῖ 

समानृपाती 

संकलन 

अनन्त 

अनुच्छद 

डेल्टा 

कॉरेट 

लघु कोष्ठक 
धनु कोष्ठक 
गुरु कोष्ठक 


आ० 
उदा० 
'कोज्याति 
ज्याति 
Πο Πο 
το Πο 
प्रा० 

το 

πο श्रे 
To श्रे० 


go श्रे ο 


संक्षिप्तका 


आनसं 

उदाहरण 
अतिपरवलयिक कोज्या 
अतिपरवलयिक ज्या 
महत्तम समापवर्तक 
लघुतम समापवत्यं 
प्रारम्भिक 

पूरक 

समांतर श्रेढी 
गुणोत्तर श्रेढी 
हरात्मक श्रेढी 


अ-अभिसारी 
ञ्ग्रा ह्य 
अचर 


अतिपरवलय ज्या 
अतिपरवलय कोज्या 


अति लघु 

अदिश आव्यूह 
अनासक्त गुणांक 
अनिर्धारित 


अनियतरूपेण वृहत 


अनियत 
अनुगमित होना 
अनुक्रमण 
अनुचित भिन्न 
अनुच्छेद 
अन्तग्रेस्त 
अनन्त 

ATA 

अनुपात परीक्षा 
अनुप्रयोग करना 
अनुप्रयोग 
श्रन्ति हित 
श्रनु बंध 

श्रतु लोमतः 
श्रनुवर्तो पद 
अपरिमेय 
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Non-convergent 
Inadmissible _ 
Constant 
Hyperbolic sine 
Hyperbolic cosine 
Indefinitely small 
Scalar matrix 
Detached coefficient 
Indeterminate 
Indefinitely large 
Irregular 

Follow 

Sequence 
Improper Fraction 
Article 

Involved 

Infinite 

Unique 

Ratio test 

Apply 

Application 

Imply 

Suffix 

Directly 
Following term 
Irrational 


ग्रपसरण 
ग्रपसारी श्रेणी 
अभिप्राय 
ग्रभिमुख 
अभिव्यक्त करना 
अभिसरण 


πίππα, अभिसारी 
अभिसारी श्रेणी 
अवकाश 
अवकलन करना 
अवकलनोय 
ग्रवकलीयता 
अवकल गणित 
अवयव 

अवरोही श्रेणी 
अ्विचित्र आव्यूह 
अस्तित्व 

ग्रसमता 

ग्रसार 


ग्रज्ञात 


ग्राकुचन 
ग्रागमन 
ग्रानसं 
आरोही श्रेणी 
व्यूह्‌ 
श्रावर्तो श्रेणी 
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Divergence 
Divergent series 
Purpose 

Opposite 

Express 
Convergence 
Convergent 
Convergent serles 
Space 

Differentiate 
Differentiable 
Differentiability 
Differential calculus 
Element 

Descending series 
Non-singular or ordinary matris 
Existence 
Inequality 
Immaterial 


Unknown 


Contraction 
Induction 
Honours 
Ascending series 
Matrix 


Recurring series 
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š 
Quod erat faciendum (Q. E.F.) 
(which was to be done) 
:इति सिद्धम्‌ Quod erat demonstrandum 
(Q. E. D.) (which was to be 


“इति कृतम्‌ é 


अंश 


proved) 


उ 
“उचित भिन्न Proper fraction 
उच्च गणित Higher mathematics 
“उच्च करना Raise 
उत्क्रमणीय Reversible 
-उत्क्रमिक क्रम Reversed order 
-उत्तरोत्तर Successiv ely 
-उप-श्राव्यूह Sub-matrix 
उप-प्रमेय Corollary 
-उपेक्षा करना Neglect 
-उभयनिष्ठ Common 

ए 
"एकक ग्राव्यूह Unit matrix 
"एकल Single 
"एकात्मक Unitary 
"एकान्त रतः Alt ernately 
"एकान्त र श्रेणी Alternating series 

भो 
-ओपचा रिक Formal 

अं 
अंकगणित ! Arithmetic 


Numerator 


हिन्दी-अंग्रेजी पारिभाषिक शब्दसंग्रह 

करणी Sura 
ας श्रेणी Derangement 
क्रमभंग श्रेणी Deranged series 
क्रमशः Respectively 

क्रमागत Consecutive 

[πα Successive 
क्रमिक ह्लास Successive diminution 
कल्पित करना Assume 

कारक Operator 

काल्पनिक Imaginary 

क्रिया कौशल Manipulation 
कुलक/सम्‌ च्चय Set 

कले Cayley 

कोई घातांक Any index 

कोज्याति Hyperbolic cosine (cosh) 
कोज्या Cosine 

कोटि Order 

कोष्ठक Bracket 

धनु-कोष्ठक Round bracket 
लघु-कोऽठक Small bracket 
गुरु-कोष्ठक Square bracket 

कोशी की मूल परीक्षा Gauohy’s root test 
कोशी की संघनन परीक्षा Cauchy's condensation test 

ख 
खण्डन Resolution 
खण्डन करना Resolve 
T 
गणना Calculation 
गणना करना Calculate 


१८ 
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गणितीय अगमन 
गणितीय निगमन 
गुणधर्म 

गुणनखंड 
qas करना 
गुणनखंडन 
गुणोत्तर श्रेणी 
गुणोत्तर माध्य 
गुणांक 

गुणांक आव्यूह 
गौस 


घन 
घनमूल 

घन समीकरण 
घात 

घातोय प्रमेय 
घातीय श्रेणी 
घातांक 


चर 

चर, परतंत्र 

चर, स्वतंत्र 

चलन कलन 
चतुर्घात समीकरण 
चान्द्र मास 


जनक फलन 
जनक रेखा 


बीजगणित . 


Mathematical Induction 
Mathematical deduction 
Property 

Factor 

Factorisation 
Factorisation 
Geometric series 
Geometric mean 
Coefficient 

Coefficient matrix 
Gauss 


Cube, cubic 

Cube root 

Cubic equation 
Power or degree 
Exponential theorem 
Exponential series 
Index or exponent 


Variable 

Dependent variable 
Independent variable 
Differential calculus 
Biquadratic or quartic equation 
Luner month 


ज 


Generating function 


Generating line 


ज्या 
ज्याति 


टिप्पणी 

टेलर 
टेलर-प्रमेय 
टेलर-विस्तार 
टेलर-श्रेणी 


डिलेम्वटं 
डिलेम्वटं की परीक्षा 
डिलैम्वर्ट का सिद्धांत 


तकनीक 

तर्कसंगत 
तादात्म्य/सर्वसमिका 
तुल्य 

तुल्यता 

तुलना परीक्षा 


दकातं 

दकातं का चिन्ह-नियम 
दक्षिण पक्षीय 

द्विधात समीकरण 
द्वितीय क्रम 
द्विपद-प्रमेय 
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Sine 
Hyperbolic sine (sinh) 


z 


Note 

Taylor 

Taylor’s theorem 
Taylor’s expansion 
Taylor’s series 


ड 


D’ Alembert 
D’ Alembert’s test 
D’ Alembert’s principle 


त 


Technique 
Logical 

Identity 
Equivalent 
Equivalence 
Comparision test 


΄ 


< 


Descartes 

Descartes’ rule of signs 
Right hand side (R. H. 8.) 
Quadratic equation 

Second order 

Binomial theorem 
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द्विपद-गुणांक 
द्विपद-व्यंजक 
द्वि-विमितीय 
दोलन करना 
दोलायमान श्रेणी 


न्यूनतम 
न्यूटन की सन्निकटन विधि 


न्यूटन के गतिनियम 
निगम 

निगमन 

निगमन करना 

निर्दिष्ट 

निर्देशन 

निर्देशांक 

faama 
निरसन/विलोपन 
निरसन करना/विलोपन करना 
निरसनफल/विलोपनफल 
नियत 

निरूपित करना 

निरूपण 

निष्कर्ष 

नेपियर 

नोट 


पद 
प्राक्कथन 
अक्रम 


बोजगणित 


Binomial coefficient 
Binomial expression 
Two-dimensional 
Oscillate 

Oscillating series 


Minimum 

Newton’s method of 
approximation 
Newton’s laws of motion 
Deducible 
Deduction 

Deduce 

Given 

Illustration 
Coordinate 

Axes of coordinates 
Elimination 
Eliminate 

Eliminant 

Fixed ' 

Represent 
Representation 
Conclusion 

Napier 

Note 


Term 
Preface 
Process 
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प्रतिनिधि 
परिशुद्ध 
प्रतिलोम 
प्रतिवर्तित क्रम 
प्रतिबंध 
प्रतिस्थापन 
प्रतिस्थापित करना 
पृथकतः 

प्रमेय 

प्रमेयिका 

प्रवृत्त करना 
प्रेक्षा 

परम अपसारी 
परम अभिसारी 
प्रारम्भिक 
परिकल्पना 
परिकलन 
परिमाण 
परिमित 
परिमेय 
परिमेयकरण 
परिमेय पूर्णसांख्यिक बीजीयसमीकरण 


परिवर्तन करना 
परिशुद्धता-मात्रा 
परीक्षण और चूक 
परीक्षण भाजक 
परीक्षा 

पक्षांतरण 

पारित होना 
पारिभाषिक शब्दावली 


Representative 
Precise 

Reverse 

Rerersed order 
Condition 
Substitution 
Substitute 
Separately 

Theorem 

Lemma 

Tend 

Observation 
Absolutely divergent 
Absolutely convergent 
Preliminary 
Hypothesis 
Calculation 
Magnitude 
Finite 
Rational 
Rationalisation 


Rational integral algebraic 
equation 


Alter 

Degree of accuracy 
Trialand error 
Trial-divisor 

Test 

Transposition 

Satisfy 

Technical terminology 
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पुनरावृत्त 
पुनरावृत्ति 
पुनविंन्यास 
पुर्ण समीकरण 
पूर्ण संख्या 
पूरक 

qia, पद 


फलन 


बीजीय समीकरण 
बीजगणित 


भाग 
भागफल 
भाज्य 
भाजक 
भिन्न 


मध्य पद 
महत्तम पद 
माध्य 
मानक रूप 
मापांक 


बोजगणित. 


फ़ 


q 


τ 


Repeated 
Repetition 
Re-arrangement 


Complete equation 


Integer 
Supplementary 
Preceding term 


Function 


Large 

Large number 
Polynomial 
Multiple root 


Algebraic function 
Algebraic equation 


Algebra 


Division _ 
Quotient 
Dividend 
Divisor - 
Fraction 


Middle term 
Greatest term 
Mean 
Standard form 
Modulus 


मात्रा 
मूल 


εν 


मौलिक 


यथार्थतः 
यादृच्छिक 
युगपत्‌ 

युगपत्‌ समीकरण 
युगल 


<= 
राबे-परीक्षा 

राशि 

रूपान्तरण 
रूपान्तरित करना 


लघु 
लघुगणक 
लघुगणकीय फलन 
लघुगणकीय श्रेणी 
लुप्त/विलोपन 


लुप्त करना/विलोपन करना 


व्यवस्थित करना 
व्यापक 

व्युत्क्रम 

व्युत्पत्ति 

व्यृत्पन्न 

व्युत्पन्न करना 
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Quantity 
Root or main 


Fundamental 


य 
Exactly 
At-random 
Simultaneous 
Simultaneous equation 
Pair 

< 
Constituent 
Raabe’s test 
Quantity 
Transformation 
Transform 


ल 
Minor 
Logarithm 
Logarithmie function 
Logarithmic series 
Elimination 
Eliminate 


Arrange 
General 
Reciprocal 
Derivation 
Derived 


Derive 
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व्यूत्पन्न समीकरण 
व्यंजक 

वर्ग -आव्यूह 
वर्ग-सं रचना 
वर्गीकरण 

वाम पक्षीय 
वायस्ट्रास 

वॉण्डर मोण्ड 
वांछित 

विकर्ण 

विकल्प 

विघटन करना 
विचित्र आव्यू ह 
वितत भिन्न 
वितत भिन्न का अभिसृतक 


विनिमय करना 
विमिति 
विरचना 
विलोम 
विलोमतः 
विविध 

विस्तार 

विषम 

विशिष्ट, विशेष, 
वैकल्पिक 
वेश्‍लेषिक रीति 
वंटन-नियम 


स्तंभ 
स्तंभ श्राव्यू हु 


बीजगणित 


Derived equation 
Expression 

Square matrix 
Square-strueture 
Groupism 

Left hand side (L. H. 5.) 
Weierstrass 
Vandermonde 

Required or desired 
Diagonal 

Alternate or alternative 
Resolve 

Singular matrix 
Continued fraction 


Convergent of continued, 
fraction 


Exchange 
Dimension 
Formation 
Converse 
Conversely 
Miscellaneous 
Expansion 

Odd 

Particular 
Alternate or alternative 
Analytical method 
Distributive-law 


Column 
Column matrix 
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स्तंभ सदिश 

स्वयं तथ्य 

सत्यापन करना 
सतत्‌ 

सतत्‌ फलन 
सन्निकट, सन्निकटतः 
सन्निकटन 

सप्रतिबंध अभिसारी 
सञ्रांति 

सम 

सम एक घात समीकरण 
समदूरस्थ 

सममित फलन 
समरूप 

समाकलन 
समाकलन गणित 
समान्तर माध्य 
समान्तर श्रेढी 
समान्तर गुणोत्तर श्रेणी 
समीकृत करना 
समीक रण-सिंद्धांत 
समीक्षा 

सर्वसम 

adana: ` 

सवं समिका 

सरल वितत भिन्न 
azas 

सहखंडज 

सहायक समीकरण 
सहायक श्रेणी 

साच्या - 


Column vector 

Axiom 

Verify 

Continuous 

Continuous function 
Appoximately 
Approximation 
Conditionally convergent 
Confusion 

Even 


Homogeneous linear equation 


Equidistant 
Symmetric function 
Similar or same 
Integration 

Integral calculus 
Arithmatic mean 
Arithmetic progression 


Arithmetico-geometric: series 


Equate 

Theory of equations 
Review 

Identical 
Identically 

Identity 

Simple continued fraction. 
Cofactor i 
Adjutant 

Auxiliary equation 
Auxiliary series 
Preposition 


281 


*282 


“साधारण लघुगणक 
साधित उदाहरण 
सामान्यतः 
सामंजस्य 
सायन वर्ष 
सार्व अनुपात 
'सारणिक 
सारभूत 
“सीमा 
सैद्धान्तिक कार्य 
-संकेतन 
"संख्यात्मक 
"संगत 
-संदशं-रेखण 
संदिग्ध 
*संपरिवतंन 
संपरिवर्तन करना 
संपतन, संपात 
संबंध-मापनी 
संत्रंधित आव्यूह 
संयुक्‍त 
-संयुग्मी 
संरूपांतरित करना 
संलग्न 
-संरलेषात्मक-भाजन 
संक्षिप्त 
संक्षिप्तिका 
-सांत दशमलव 


श्रेणी 


बीजगणित 3 


Common logarithm 
Solved examples 
Generally 
Consistence 
Tropical year 
Common ratio 
Determinant 
Fundamentally 
Limit 

Theoretical work 
Notations 
Numerical 
Corresponding 
Perspective drawing 
Ambiguous 
Conversion 
Convert 
concidence 

Scale of relation 
Related matrix 
Combined 
Conjugate 
Transform 
Adjacent 

Synthetic division 
Brief 
Abbreviations 
Terminating decimal 


Series 
Progression 


L ल 
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शीघ्रतर अभिसारी More rapidly convergent 
शून्य आव्यूह Null matrix 
g 
ह्र Denominator 
हरात्मक श्रेढी Harmonic progression 
हानेर की विधि Horner’s method 
क्ष-क 
क्षेतिज संरेखण Horizontal alignment 
σπα 
त्रिविमितीय Three-dimensional 


त्रुटि Error 


Aa जी-हिन्दी पारिभाषिक शब्द-संग्रह 


Abbreviation 


Absolute convergence 
Absolutely convergent 


Adjacent 
Adjutant 

Algebra 

Algebraic 
Algebraie function 
Alter 

Alternately 
Alternating series 
Ambiguous 
Analytical method 
Any index 
Application 

Apply 
Approximately 
Approximation 
Arithmetic 
Arrange 
Arithmetic mean 


Arithmetic progression 


A 


संक्षप्तिका 
परम अभिसरण 
परम अभिसारी 
संलग्न 
सहखंडज 
बीजगणित 
बीजीय 
वीजीय फलन 
परिवर्तन करना 
एकान्तरतः 
एकान्तर श्रेणी 
संदिग्ध 
वैरश्‍लेषिक विधि 
कोई घातांक 
अनुप्रयोग 
अनुप्रयोग करना 
सन्निकट, सन्निकटतः 
सन्निकटन 
अंकगणित 
व्यवस्थित करना 
समांतर माध्य 
समांतर श्रेढी 


Arithmetico-geometric series समांतर गुणोत्तर श्रेणी 


Article 
Ascending series 
Assume 


अनुच्छेद 
आरोही श्रेणी 
कल्पना करना 
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At random 
Auxiliary equation 
Auxiliary series 
Axis of coordinates 
Axiom 


Binomial coefficient 
Binomial expression 
Binomial theorem 
Biquadratic equation 
Bracket 

Brief 


Calculate 

Cauchy’s root test 
Cauchy’s condensation test 
Cayley 

Coefficient 

Coefficient matrix 
Coincidence 

Column 

Column matrix 
Combined 

Common logarithm 
Common ratio 
Comparison test 
Complete equation 
Conditionally convergent 
Conclusion 


Confusion 


σ 


यादृच्छिक 
सहायक समीकरण 
सहायक श्रेणी 
निर्देशाक्ष 

स्वयं तथ्य 


द्विपद गुणांक 
द्विपद व्यंजक 
द्विपद प्रमेय 
चतुर्घात समीकरण 
कोष्ठक 

संक्षिप्त 


गणना करना 

कोशी को मूल परीक्षा 
कोशो को संघनन परीक्षा 
केले 

गुणांक 

गुणांक ग्राव्यू ह 

संपतन 

स्तंभ 

स्तंभ आव्यूह या सदिश 
संयुक्त 

साधारण लघुगणक 
सार्व-अ्नुपात 
तुलना-परीक्षा 

पूर्ण समीकरण 
सप्रतिवंध अभिसारी 
निष्कषं 

सञ्रांति 
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Conjugate 
Consistence 
Constant 
Constituent 
Continued fraction 
Continuous 
Continuous function 
Contraction 
Convergence 
Convergent 


Convergent of continued 


fraction 
Convergent series 
Converse 
Conversely 
Conversion 
Convert 
Coordinate 
Corollary 
Corresponding 
Cosine 

Cube 

Cube root 


Cubic equation 


D’Alembert 


D’Alembert’s principle : 


D'Alembert's test 
Deduce 


बोजगणित 


संयुग्मी 

सामंजस्य 

अचर 

अवयव 

वितत भिन्न 

सतत 

सतत फलन 

आकुंचन 

अभिसरण 

अभिसारी, ्रभिसुतक 
वितत भिन्न का अभिसृतक 


अभिसारो श्रेणी 
विलोम 
विलोमतः 
संपरिवतंन 
संपरिवर्तन करना 
निर्देशांक 
उपप्रमेय 

संगत 

कोज्या 

घन 

घनमूल 

घन समीकरण 


D 


डिलैम्वर्ट 

डिलँम्बर्ट का सिद्धांत 
डिलैम्बर्ट परीक्षा 
निगमन करना 
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Deducible 
Deduction 

Degree of accuracy 
Denominator 
Dependent variable 
Derangement 
Deranged series 
Derivation 

Derived 

Derived equation 
Descending series 
Descartes’ rule of signs 
Detached coefficient 
Determinant 
Diagonal 
Differentiable 
Differentiability 
Differential calculus 
Differentiate 
Dimension 

Directly 
Distributive law 
Divergence 
Divergent series 
Dividend 

Division 


Divisor 


Element 
Eliminant 


निगम 

निगमन 
परिशुद्धता-मात्रा 
ह्र 

परतंत्र चर 
क्रमभंग 

क्रमभंग श्रेणी 
व्युत्पत्ति 

व्युत्पन्न 

व्युत्पन्न समीकरण 
ग्रारोही श्रेणी 
दकातं का चिन्ह-नियम 
अनासक्त गुणांक 
सारणिक 

विकर्ण 
अवकलनीय 
अवकलनीयता 
अवकलन गणित 
अवकलन करना 
विमति 
अनुलोमतः 

वंटन नियम 
अपसरण 
अपसारी श्रेणी 
भाज्य 

भाग 

भाजक 


अवयव 
निरसनफल/विलोपनफल 
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Elimination 
Equation 
Equate 
Equidistant 
Equivalence 
Equivalent 
Error 

Even 
Exactly 
Exchange 
Existence 
Express 
Exponent 
Exponential theorem 


Exponential series 


Factor 
Factorise 
Finite 

Fixed 

Follow 
Following term 
Formal 
Formation 
Fraction 
Function 
Fundamental 


Fundamentally 


बीजगणित 


निरसन/विलोपन 
समीकरण 
समीकृत करना 
समदूरस्थ 
तुल्यता 
तुल्य 

त्रुटि 

सम 

यथार्थतः 
विनिमय करना 
अस्तित्व 
अभिव्यक्त करना 
घातांक 

घातीय प्रमेय 
घातीय श्रेणी 


गुणनखंड 
गुणनखंड करना 
परिमित 

नियत 
अनुगमनित होना 
agadi पद 
औपचारिक 
विरचना 

भिन्न 

फलन 

मौलिक 
सारभूत 
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Gauss 

General 

‘Generally 
Generating function 

‘Generating 1176 
Geometric mean 
Geometric series 
‘Given 

Greatest term 


Groupism 


Harmonic progression 


Higher mathematics 


Homogeneous linear equation 


Horizontal alignment 
Horner's method 
Hyperbolic cosine 
Hyperbolic sine 


Identical 
Identity 
Illustration 
Imaginary 
Immaterial 
Imply 
Improper fraction 
Inadmissible 
Inequality 

१९ 


गोस 

व्यापक 
सामान्यतः 
जनक फलन 
जनक रेखा 
गुणोत्तर माध्य 
गुणोत्तर श्रेणी 
निर्दिष्ट 
महत्तम पद 
वर्गीकरण 


हरात्मक श्रेढी 

उच्च गणित 

सम एक घात समीकरण 

क्षेतिज संरेखण 

हॉर्नर की विधि 

अतिपरवलियिक कोज्या (कोज्याति) 
अतिपरवलयिक ज्या (ज्याति) 


सर्वेसम 

सर्वसमिका, तादात्म्य 
निर्देशन 

काल्पनिक 

असार . 

अंतनिहित 

अनुचित भिन्न 
ग्राग्रा ह्म 

असमता 
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Indefinitely small 
Independent variable 
Indefinitely large 
Index 

Induction 

Integral calculus 
Integration 

Integer 

Involved 

Irrational 


Irregular 


Large 

Large number 

Left hand side 
Lemma 

Limit 

Logarithm 
Logarithmic function 
Logarithmic series 
Logical 

Lunar month 


Magnitude 
Manipulation 


Mathematical Induction 
Mathematical deduction 


Matrix 
Mean 


बीजगणित 


अति लघ, 

स्वयं चर 
अनियतरूपेण बृहत 
घातांक 

आगमन 
समाकलन गणित 
समाकलन 

पूर्ण संख्या 
अन्तग्रेस्त 
अपरिमेय 
अनियमित 


1, 


बुहत 

बृहत संख्या 
वाम पक्षीय 
प्रमेयिका 

सीमा 

लघुगणक 
लघुगणक फलन 
लघुगणक श्रेणी 
तर्क संगति 

चान्द्र मास 


M 


परिमाण 

क्रिया कौशल 
गणितीय निगमन 
गणितीय श्रागम 
आव्यूह/मैट्रिक्स 
माध्य 


अंग्रजी-हिन्दी पारिभाषिक शब्दसंग्रह 
Middle term मध्यपद 
Minimum न्यूनतम 
Minor लघु 
Miscellaneous विविध 
Modulus मापांक 
More rapidly convergent शी्रतर अभिसारी 
N 
Napier नेपियर 
Neglect उपेक्षा करना 
Newton’s laws of motion न्यूटन के गति-नियम 
Newton’s method of न्यूटन की सन्निकटन-विधि 
approximation 
Non-convergent अ-अभिसारी 
Non-singular matrix अविचित्र आव्यूह 
Notation संकेतन 
Note नोट, टिप्पणी 
Numerator अंश 
Numerical संख्यात्मक 
0 
'Observation प्रेक्षा 
Odd विषम 
‘Opposite अभिमुख 
Operator कारक 
Order कोटि 
Ordinary matrix अविचित्र आव्यूह 
‘Oscillate दोलन करना 
‘Oscillatory series दोलायमान श्रेणी 
P 


Pair 


Particular 


युगल 
विशिष्ट, विशेष 
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Perspective drawing 
Polynomial 
Power or degree 
Preceding term 
Preface 
Preliminary 
Preposition 
Progression 
Proper fraction 
Property 
Purpose 


Quantity 
Quadratic equation 


Quod erat demonstrandum , 


Quod erat fanciendum 
Quotient 


Raabe’s test 
Raise 
Rational 


Rational integral algebraic ` 


equation 
Rationalisation 
Ratio test 
Reciprocal 
Re-arrangement 
Recurring series 


बीजगणित . ` 


संदर्श-रेखण 
बहुपद 

घात 

gima पद 
प्रबककथन 
प्रारम्भिक 
साध्य 

श्रेढी 

उचित भिन्न 
गुणधम 
अभिप्राय 


Q 
राशि 
द्विघात समीकरण 
इति सिद्धम्‌ 


इति कृतम्‌ 
भागफल 


R 


राबे-परीक्षा 
उच्च करना 
.परिमेय 
परिमेय पूर्ण सांख्यिक बीजीयं 


परिमेयकरण 
अनुपात परीक्षा 
व्युत्क्रम 
पुनविंन्यास 
आवर्ती श्रेणी 


समीकरण 
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Related matrix 
Repeated 
Repeatition 
Represent 
Representative 
Representation 

Required 

Resolve 
Resolution 

Respectively 
Reversed 
Reversible 
Right hand side 
Root 


Round bracket 


Same 

Satisfy 

Scalar matrix 

Scale of relation 
Second order 
Separately 

Sequence 

Series 

Set 

Similar 

Simple continued fraction 
Simultaneous equation 
Sine = 


Single 


संबंधित आंव्यू ह 
पुनरावृत्त 
पुनरावृत्ति 

निरूपित कंरना 
प्रतिनिधि 

निरूपण 

वांछित 

विघटन πι खंडन करना 
खंडन 

क्रमशः 

प्रतिलोम, उत्क्रमिक 
उत्क्रमणीय 

दक्षिण पक्षीय 

मूल 

धनु कोष्ठक 


समरूप 

पारित करना 
अदिश आव्यूह 
संबंध मापनी 
द्वितीय क्रम 
प्रथकतः 
अनुक्रमण 

श्रेणी 
कुलक/समुच्चय 
समरूप 

सरल वितत भिन्न 
युगपत्‌ समीकरण 
ज्या 
एकल κ n 
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Singular matrix 
‘Small bracket 
Solved example ` 
Space Ἢ 

Square bracket 
Square matrix 
Square structure 
Standard form 
‘Sub-matrix 
Substitute 
Successive 
Successive diminution 
:Successively 

Suffix 
Supplementary 
:Surd 

Symmetric function 
‘Synthetic division 


“Taylor's expansion 
“Taylor’s series 
Technical terminology 
“Technique 

“Tend 

Term 

“Terminating decimal 
‘Test 

“Theorem 

Theoretical work 
“Theory of equations 
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बीजगणित ` 


एकक आव्यूह 
लघु कोष्ठक 
साधित उदाहरण 
अवकाश 

गुरु कोष्ठक 

वर्ग आव्यूह 

वर्ग संरचना 
मानक रूप 
उप-आव्यूह 
प्रतिस्थापन करना 
क्रमिक 

क्रमिक हास 
उत्तरोत्तर 

ग्रनुवंध 

पूरक 

करणी 

सममित फलन 
संरलेषात्मक भाजन 


टेलर का विस्तार 
टेलर-श्रेणी 
पारिभाषिक शब्दावली 
तकनीक 

प्रवृत्त होना 

पद 

सांत दशमलव 
परीक्षा 

प्रमेय 

सैद्धांतिक कार्य 
समीकरण-सिद्धांत 
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Three-dimensional त्रिविमितीय 
Trial and divisor परीक्षण और भाजक 
Trial and error परोक्षण और चूक 
Transform रूपांतरित करना 
Transformation ` रूपांतरण 
Transposition पक्षांतरण 
Tropical year सायन वर्ष 
Two-dimensional द्विविमितीय ὃν š 
U 
Unique अनन्य 
Unitary एकात्मक 
Unit matrix एकक आव्यूह 
Unknown अज्ञात 
Υ 
Vandermonde वॉण्डर मोण्ड 
Variable चर्‌ 
Verify सत्यापन करना 
W 


Weierstrass वायस्ट्रीस 
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